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1 OBJECTIU DE L’ESTUDI
1 Objectiu de l’estudi
L’objectiu d’aquest estudi és analitzar els canvis que introdueix el programa SE-
SAR en les trajectòries de vol del futur espai aeri europeu i aplicar tècniques d’opti-
mització per determinar la trajectòria òptima dintre del marc establert per SESAR.
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2 Abast de l’estudi
Per les característiques de l’estudi, hi ha dos grans blocs diferenciats. Un primer
bloc de recerca, estudi i anàlisi del programa SESAR i del que suposarà l’aplicació
d’aquest per l’espai aeri europeu, i un segon consistent en la recerca i anàlisi de
diferents mètodes d’optimització, així com l’aplicació d’un d’aquests a un problema
concret de trajectòries de vol.
Relatiu al primer bloc, l’abast serà el segënt:
• Anàlisi de la situació actual de l’espai aeri europeu.
• Perspectives de creixement de la demanda de tràfic aeri.
• Anàlisi de la necessitat d’un cel únic europeu.
• Anàlisi del SES com a proposta de futur cel únic europeu.
• Estudi del nou paradigma que suposa el programa SESAR.
• Anàlisi de les implicacions de SESAR en les trajectòries de vol.
Relatiu al segon bloc, l’abast serà el següent:
• Anàlisi del problema de les trajectòries de vol.
• Recerca i anàlisi dels diferents mètodes d’optimització existents.
• Selecció i exposició del mètode adequat per resoldre el problema de les trajec-
tòries de vol, incloent l’algoritme i les característiques concretes.
• Aplicació del mètode d’optimització en la resolució del problema de les trajec-
tòries de vol en el marc establert per SESAR.
• Desenvolupament d’un programa en Fortran per obtenir resultats concrets de
l’aplicació del mètode d’optimització.
• Anàlisi dels resultats obtinguts i avaluació de la validesa del métode.
Els temes tractats són molt amplis i s’ha de limitar l’abast de l’estudi per poder
complir amb els objectius establerts. Així doncs, els següents temes queden fora de
l’abast d’aquest estudi.
Relatiu a l’estudi i anàlisi del programa SESAR, les etapes 2 i 3 de la seva imple-
mentació, previstes per ser dutes a terme més enllà de l’any 2025, no seran estudiades
ni analitzades, doncs no aporten valor afegit a l’estudi i a més molts detalls tècnics
concrets encara no han sigut posats en públic pels organismes responsables.
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Relatiu a l’aplicació del mètode d’optimització i al desenvolupament d’aquest en
un programa en Fortran, cal destacar que l’objectiu és que els resultats serveixin per
avaluar la fidelitat del mètode; no és objectiu de l’estudi que es tingui un funciona-
ment adaptat a una possible finalitat comercial. Així doncs, queda fora de l’abast
d’aquest estudi el refinament de l’algoritme en termes de temps de càlcul i de detall
dels resultats, limitant-se aquests a ser els suficients per poder avaluar l’aplicabilitat
i la fidelitat del mètode d’optimització desenvolupat.
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3 Justificació
L’aparició durant els anys 50 i 60 dels primers motors a reacció va representar un
punt d’inflexió en la història del transport aeri, doncs aquests motors permetien als
avions volar molt més alt i a molta més velocitat que els avions convencionals de
l’època. Això va potenciar fortament el sector, de manera que en els anys 70 aquesta
nova tecnologia ja estava totalment consolidada. A partir d’aleshores, el número de
passatgers transportats no ha deixat de créixer al món en general, i a Europa en
particular.
Va ser en aquest context d’augment del número de vols que es va fer necessària
una major regulació de l’espai aeri, doncs augmentava el tràfic en general i sobretot
en certes rutes importants, on el perill d’accidents va fer imprescindible una major
regulació. Per d’exemple, el 1958 es va crear als Estats Units la FAA degut a l’in-
crement del número d’accidents. De forma paral•lela, a Europa cada país avançava
al seu ritme segons com progressava el tràfic aeri al seu territori, i van començar a
aparèixer organismes nacionals encarregats de regular aquest tràfic.
Així doncs, la concepció de l’actual sistema d’ATM a Europa es troba en la segona
meitat del segle XX. No obstant, el tràfic aeri ha seguit des dels anys 70 un creixe-
ment exponencial, com pot observar-se a la Figura 1. Des dels inicis dels sistemes
d’ATM, aquests han tingut millores notables a mesura que ha anat avançant la tec-
nologia, però en la seva essència no hi ha hagut canvis substancials: els controladors
aeris continuen tenint un pes molt gran dintre de tot el procés, i gran part de la
càrrega de treball recau sobre ells. A més a més, a Europa existeix un problema
addicional, i és que encara no s’ha produït una unificació completa dels sistemes
d’ATM, amb la qual cosa la coordinació no és tot l’eficient que podria ser.
Amb vistes al futur, una de les tasques d’EUROCONTROL és portar a terme
estudis de creixement del tràfic aeri. En l’estudi de 2004 [1] es preveia un creixement
continuat de la demanda de tràfic aeri fins l’any 2025, però també que el volum que
podria absorbir l’estructura tant de l’ATM com dels aeroports creixeria a un ritme
inferior, de tal forma que si no es prenia cap mesura, l’espai aeri europeu tindria
nombroses congestions, restringint el número de vols que podrien ser absorbits.
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Figura 1: Històric de passatgers transportats a la Unió Europea. [4]
Per fer front a aquest desajust entre el creixement de la demanda de tràfic i el
de les infraestructures, entre d’altres motius, la Comissió Europea va impulsar el
SES (Single European Sky), amb els objectius de modernitzar l’ATM, reestructurar
l’espai aeri i els serveis de navegació a nivell europeu i millorar l’eficiència general
de tot el sistema.
Dintre d’aquest programa europeu, el SESAR (Single European Sky Air traffic
management Research) és el programa de recerca encarregat de la part tecnològica
del SES. El seu objectiu és desenvolupar la nova generació de sistemes d’ATM per
assegurar la seguretat i l’eficiència en el transport aeri durant els pròxims 30 anys.
Al consistir en una modernització integral de tants sistemes de l’ATM, el programa
SESAR toca totes les parts involucrades en aquest: aeroports, controladors aeris,
plans de vol, etc. Per tant, també implica modificacions en les trajectòries que els
avions comercials fan durant les diferents etapes del vol.
Les modificacions en les trajectòries tenen un abast molt ampli, doncs hi haurà
un canvi en tot el paradigma d’aquestes, passant de la concepció actual, basada
en l’espai aeri, a una nova concepció anomenada trajectòries 4D, que passarà per
diverses etapes abans d’arribar a la seva forma final, basada en les actuacions de
l’avió. Per tant, es passa de posar el focus en el propi espai aeri i la seva gestió, a
posar-lo en les aeronaus i la gestió de les seves trajectòries.
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Aquest és un canvi profund, i com a tal cal aprofundir en el seu estudi per analit-
zar els impactes i poder aprofitar les eventuals modificacions en les normatives que
vindran imposades pel SESAR. Aquest estudi pretén ser una introducció al futur
espai aeri i les seves implicacions en les trajectòries de vol, analitzant el paradig-
ma que suposarà l’aplicació del SESAR i proposant un mètode d’optimització que
aprofiti al màxim les possibilitats que permet aquest nou paradigma.
Així doncs, es farà una introducció al futur espai aeri i les seves implicacions en
les trajectòries de vol, analitzant el paradigma que suposarà l’aplicació del SESAR
i proposant un mètode d’optimització per aprofitar al màxim les possibilitats que
permet aquest nou paradigma.
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4 Espai aeri europeu
4.1 Espai aeri europeu actual
La constitució de l’actual espai aeri europeu ha sigut més o menys heterogènia i
s’ha anat construint al llarg de la segona meitat del segle XX. El resultat ha sigut
un conjunt de blocs limitats en general per les fronteres dels països, coneguts com
FIR/UIR.
Els FIR/UIR es diferencien en dos nivells (superior i inferior) segons l’alçada dels
mateixos. El límit entre els nivells a Espanya és el FL245. A la Figura 2 es poden
veure els FIR/UIR de l’espai aeri superior, i a la Figura 3 els FIR/UIR de l’espai aeri
inferior. S’observa clarament com les fronteres de cada estat delimiten els FIR/UIR
i, com a conseqüència, l’espai aeri està dividit en un gran nombre de blocs.
Figura 2: FIR/UIR de l’espai aeri superior a Europa. [5]
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Figura 3: FIR/UIR de l’espai aeri inferior a Europa. [6]
Amb aquesta estructuració de l’espai aeri, cada país té el seu propi servei d’ATM,
i malgrat que actualment ja s’ha aconseguit certa homogeneïtzació amb estàndards
europeus, encara no hi ha una unificació completa dels diferents serveis d’ATM,
doncs cada país segueix tenint els seus propis organismes.
Per posar en context aquesta complexitat, d’acord amb dades d’EUROCONTROL
i la Comissió Europea tot l’ATM té una estructura formada per 58.000 empleats,
17.200 controladors aeris i 63 centres de control d’àrea per abastar una superfície de
11,5 milions de km2. Tot plegat suposa un cost anual de 8.400 milions de €.
Aquesta complexitat de la infraestructura de l’ATM fa que no s’estigui actuant
amb tota l’eficiència que es podria, com confirmen les dades de la Comissió Europea:
el 2010 hi va haver un retràs acumulat per tots els vols de 19,4 milions de minuts, i
de mitjana cada vol va ser 49 km més llarg que si hagués efectuat un vol directe. El
cost total que té la fragmentació de l’espai aeri puja a 4.000 milions d’€ per any.
Totes aquestes dades en un context de creixement generalitzat de la demanda de
tràfic aeri, fan que sigui necessari optimitzar, harmonitzar i modernitzar l’espai aeri
a Europa.
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4.2 Creixement del tràfic aeri
EUROCONTROL duu a terme regularment estudis tant de les perspectives de
creixement de la demanda com de les capacitats dels aeroports i de l’espai aeri.
Aquests estudis són molt complets i tenen en compte tot tipus de paràmetres i
riscos: sostenibilitat mediambiental, impactes del canvi climàtic, variacions en el
preu del petroli, impacte en els aeroports de les línies de trens d’alta velocitat...
L’últim estudi publicat va ser al 2013 [3]. Aquest estudi preveu 4 escenaris possi-
bles per les seves prediccions:
• Escenari A – Creixement global: creixement global fort amb ús de la
tecnologia per mitigar els efectes dels reptes de sostenibilitat. És l’escenari
més optimista.
• Escenari C – Creixement regulat (el més probable): creixement regulat.
El creixement seria moderat i regulat per conciliar demanda amb sostenibilitat.
• Escenari C’ – Localisme: similar a C, però amb una Europa fràgil i mirant,
de manera creixent, de portes endins.
• Escenari D – Món fragmentat: un món amb tensions creixents i una
globalització reduïda. És l’escenari més pessimista.
En els quatre escenaris, el tràfic previst pel 2035 creix a un rati inferior als ratis
històrics dels últims anys. També s’ha de mencionar que hi haurà determinades
rutes i parts d’Europa que veuran un creixement més gran que d’altres. A la Figura
4 i a la Taula 1 poden veure’s les perspectives per a cada escenari.
21
4.2 Creixement del tràfic aeri 4 ESPAI AERI EUROPEU
Figura 4: Perspectives de creixement de la demanda de tràfic aeri a Europa. [3]
Taula 1: Estimacions de la demanda de tràfic aeri a Europa a l’any 2035. [3]
Com pot observar-se, tots els escenaris són de creixement. Fins i tot en el més
pessimista, el tràfic previst a l’any 2035 seria un 20% superior al de 2012. El desen-
volupament del futur espai aeri europeu amb SESAR té en compte aquestes dades
de creixement per la seva implementació, prevista en 3 etapes com es veurà més
endavant.
També s’ha de tenir en compte que, malgrat la precisió i profunditat de l’estudi,
les previsions de creixement s’han de relativitzar i contextualitzar dintre d’unes pers-
pectives econòmiques de futur incertes que poden modificar molt substancialment
les previsions de la demanda de vols. De fet, els estudis d’EUROCONTROL tant
de 2008 [2] com de 2004 [1] tenien unes perspectives molt superiors a les del 2013
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(veure Taula 2), així que la crisi econòmica viscuda ha truncat seriosament les pers-
pectives previstes aleshores. Això ha tingut conseqüències en el desenvolupament i
la implementació de SESAR, que es va iniciar amb les previsions del 2004.
Taula 2: Comparativa d’estudis de tràfic aeri fets abans i després de la crisi. [3]
4.3 Single European Sky
Com s’ha exposat anteriorment, la navegació aèria a Europa no té una estructura
única que estigui gestionada a nivell europeu. Cada país té les seves pròpies insti-
tucions que s’encarreguen d’aquesta tasca. A més a més, l’espai aeri europeu està
entre els que més volum han de gestionar del món, amb més de 9,6 milions de vols
per any [12].
Tot això fonamenta la necessitat de constituir un cel únic europeu. El Single
European Sky (SES) és la iniciativa legislativa que començà al 2004 a proposta de
la Comissió Europea, amb l’objectiu d’unificar l’espai aeri europeu per superar la
fragmentació d’aquest i donar resposta a la probable congestió del sistema si cap
actuació era duta a terme. Estructurar l’espai aeri i els sistemes de navegació a nivell
europeu en comptes de a nivell nacional permetria millorar la gestió d’aquests.
Així doncs, el SES és la millor forma de gestionar de manera homogènia i efici-
ent l’espai aeri a tota Europa, i cobrir d’aquesta manera els reptes futurs tant de
seguretat com de capacitat.
Com a característiques destacables d’aquesta nova infraestructura organitzativa
que vindrà amb el SES, està la separació entre les activitats de serveis i les regulatò-
ries, així com la reorganització de tot l’espai aeri europeu de manera que per definir
23
4.3 Single European Sky 4 ESPAI AERI EUROPEU
els diferents blocs funcionals es tenen en compte els fluxes de tràfic en comptes de
les fronteres nacionals.
La peça fonamental en aquesta reorganització de l’espai aeri europeu són els ano-
menats Functional Airspace Blocks (FABs). Un FAB es defineix com un bloc dintre
de l’espai aeri les dimensions del qual estan basades en requeriments operacionals,
sense mirar les fronteres entre els estats. D’aquesta manera, s’aconsegueix optimit-
zar els fluxes de tràfic aeri i incrementar l’eficiència dels serveis d’ATM.
Els objectius estratègics d’aquesta reorganització de l’espai aeri en FABs són:
• Seguretat: assegurar una millora del nivell de seguretat malgrat el creixement
previst de tràfic aeri.
• Capacitat: poder absorbir el creixement previst de tràfic aeri.
• Sostenibilitat de costos: fer balanç dels costos d’operar amb FABs establint
una estructura dels serveis d’ATC més efectiva.
• Eficiència en els vols: millorar la eficiència dels vols a través de millores en
les rutes, els perfils de vol i les distàncies recorregudes.
• Medi ambient: molt relacionada amb el punt anterior, la estructuració dels
FABs ha de reduir en la mesura del possible l’impacte dels vols en el medi
ambient.
• Efectivitat en les missions militars: millorar la efectivitat en les missions
militars a través de millores en els entrenaments i respecte pels requeriments
que declari cada Estat.
Tenint en compte els objectius anteriors, en el 2012 es van declarar 9 FABs:
• NEFAB (North European FAB): Estònia, Finlàndia, Letònia, Noruega.
• Danish-swedish FAB: Dinamarca, Suècia.
• Baltic FAB: Polònia, Lituània.
• FABEC (FAB Europe Central): França, Alemanya, Bèlgica, Holanda, Lu-
xemburg, Suïssa.
• FABCE (FAB Central Europe): República Txeca, República Eslovaca, Àus-
tria, Hongria, Croàcia, Eslovènia, Bòsnia i Hercegovina.
• DANUBE FAB: Bulgària, Romania.
• BLUE MED FAB: Itàlia, Malta, Grècia, Xipre.
• UK-Ireland FAB: Regne Unit, Irlanda.
• SW FAB (South West FAB): Portugal, Espanya.
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A la Figura 5 pot veure’s la distribució dels FABs sobre el mapa europeu.
Figura 5: Distribució dels FABs. (Imatge de la Comissió Europea,
http://ec.europa.eu/ )
4.4 SESAR
El Single European Sky Air traffic management Research (SESAR) és el programa
de modernització tecnològica dels sistemes d’ATM europeus sobre el que s’assenta
el concepte de cel únic europeu SES. L’objectiu del SESAR és desenvolupar la nova
generació de sistemes d’ATM a través del desenvolupament de millores en els sistemes
tècnics, els processos i els factors humans i institucionals.
La primera etapa del programa consta de tres fases abans de la seva implementació
completa:
1. Fase de definició (2004-2008): en aquesta fase es va definir el pla mestre
del futur ATM on queden definides les diferents fases, prioritats i plannings
al llarg de tot el procés. El resultat d’aquesta fase va ser el Pla Mestre per
l’ATM Europeu i el primer ConOps (Concept of Operations), que serveixen
com a guia i principal referència per a totes les tasques operatives relacionades
amb la implementació del SESAR.
2. Fase de desenvolupament (2008-2013): durant aquesta fase es van desenvo-
lupar i provar els nous sistemes tecnològics, així com els equipaments, compo-
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nents i estàndards definits al Pla Mestre i necessaris per la implementació del
SESAR. Aquesta fase està gestionada per una col•laboració públic-privada
anomenada SESAR Joint Undertaking.
3. Fase de desplegament (2014-2020): es despleguen els nous sistemes a gran
escala i s’implementen a l’infraestructura d’ATM europea.
4.4.1 Objectius
L’objectiu últim de SESAR és modernitzar el sistema ATM europeu. Els objectius
concrets en quant a actuacions establertes pel 2020 són els següents [15]:
• Capacitat: augmentar un 27% la capacitat de l’espai aeri europeu.
• Seguretat: una reducció del 40% del risc d’accident per hora de vol (corres-
ponent a la seguretat associada amb les previsions de creixement de tràfic).
• Medi ambient: una reducció del 2,8% del impacte mediambiental per vol.
• Cost per vol: una reducció del 6% dels costs per vol.
Els percentatges anteriors són relatius a xifres de 2005.
4.4.2 ConOps
Els SESAR “ConOps” (fent referència a Concept of Operations) són documents
que proveeixen guies d’alt nivell i serveixen com la principal referència comú per
tots els aspectes operacionals relacionats amb SESAR.
L’objectiu és descriure el nou ATM pensant en els usuaris civils i militars de
l’espai aeri, els proveïdors de serveis, els aeroports, les indústries d’aviació, etc. per
comprendre els principals canvis que impliquen en les operacions.
Els ConOps estan estructurats en tres etapes per arribar així al canvi de paradigma
necessari per modernitzar l’ATM europeu. Les tres etapes son les següents:
• Etapa 1 - operacions basades en el temps (2014-2025): en aquesta pri-
mera etapa es passa de la situació de l’ATM actual cap a un nou sistema
d’operacions basades en el temps, posant el focus en millorar l’ús de les tec-
nologies existents i optimitzar les comunicacions entre equipaments a terra i a
l’aire.
• Etapa 2 – operacions basades en la trajectòria (2025++): s’introdueixen
les operacions basades en la trajectòria a través de les trajectòries 4D. Degut
a que per poder dur a terme aquesta nova etapa s’hauran d’introduir noves
tecnologies, s’hauran d’involucrar en el procés tant cossos d’estandardització
internacional com l’OACI.
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• Etapa 3 – operacions basades en les actuacions (2025++): la tercera
i última etapa serà un sistema d’ATM completament integrat i basat en les
actuacions, suportat pel sistema de gestió d’informació SWIM (System Wide
Information Management), un sistema dissenyat per facilitar l’accés a les dades
relatives als vols per part de tots els actors (pilots, controladors, aeroport...).
Les Figures 6 i 7 esquematitzen el canvi que suposarà aquest nou sistema de
gestió de la informació.
De moment, l’únic ConOps disponible és el de la etapa 1 [7]. Així doncs, les
operacions basades en el temps seran les que es duran a terme en els pròxims 10
anys com a mínim.
Figura 6: Representació esquemàtica de la xarxa d’informació de l’ATM actual. [7]
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Figura 7: Representació esquemàtica de la xarxa d’informació de l’ATM amb el nou
paradigma proposat per SESAR. [7]
Aquest projecte basarà els seus estudis i anàlisis en les operacions imposades
per aquest nou paradigma. Així doncs, a l’apartat següent es profunditzarà en les
operacions basades en el temps.
4.4.3 Operacions basades en el temps
Les “operacions basades en el temps” (Time-Based Operations) són el primer
pas per a la implementació de SESAR. L’objectiu és construir un sistema ATM
sincronitzat i predictible, en el que els diferents actors involucrats puguin col•laborar
de manera fluida i optimitzar així la xarxa en general.
En aquestes operacions es prioritza el temps d’arribada de l’aeronau. Això vol dir
que l’hora d’arribada passa a ser un paràmetre determinant i que, exceptuant causes
majors, ha de ser respectat. On i quan sigui requerit, el CTA (Controlled Time of
Arribal) s’utilitza per seqüenciar el tràfic gestionant cues i el CTO (Controlled Time
Over) per la sincronització del tràfic en ruta.
Entrant en detall:
• La gestió del temps d’arribada i de sortida està sincronitzada de manera que
l’eficiència general millora.
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• La priorització del temps d’arribada es dóna a través de considerar aquest des
de la fase de planificació fins la fase d’execució. El temps de sortida està definit
de manera que l’aeronau és capaç d’arribar dintre del TTA/TTO (Target Time
of Arribal/Targe Time Over).
• La gestió de l’arribada s’estén a donar suport als fluxes d’arribada, més enllà
de l’aeroport de destí.
• L’assignació del CTA millorarà les actuacions i la fiabilitat de les gestions
d’arribades.
• Es delega a la tripulació de vol de la tasca de deixar l’espai corresponent amb
l’aeronau precedent. El paràmetre determinant serà preferiblement el temps,
encara que s’acceptarà la distància.
• L’assignació del CTO millorarà la gestió de l’espai aeri.
Als plannings de vol tradicionals se’ls hi afegeix informació més detallada sobre
els usuaris de l’espai aeri. El pla de vol de l’aerolínea i la informació de la trajectòria
que té la tripulació són utilitzades per alimentar les estacions terrestres.
Aquest nou marc suposa canvis molt profunds en l’actual concepció de les tra-
jectòries de vol. Per fer front a tots aquests canvis, SESAR proposa el concepte de
trajectòria 4D, obrint així un nou paradigma en la planificació i l’execució de les
trajectòries de vol.
4.4.4 Trajectòries 4D
La característica fonamental i el principal canvi que introdueix el concepte de tra-
jectòria 4D és que, a més de considerar les 3 coordenades espacials (altitud, longitud,
latitud), també pren com a coordenada el temps. Així doncs, les trajectòries con-
sistiran en una sèrie de segments consecutius que connecten punts i/o pseudo-punts
per construir les transicions laterals i els perfils verticals, i cada punt estarà definit
per les 3 coordenades espacials i el temps.
És important notar que amb aquest nou concepte, qualsevol retràs durant el vol és
en realitat una distorsió en la trajectòria, doncs el temps passa a ser part fonamental
d’aquesta. Això és destacable i suposa un canvi respecte a la concepció actual
de trajectòria que podrien tenir, per exemple, els controladors aeris, ja que en les
intervencions que fan aquests en l’actualitat, estranyament prenen en consideració
els efectes que tenen en la trajectòria com a conjunt els retards que es donen.
La segona característica fonamental és que el desenvolupament de la trajectòria
és molt més lliure. En les trajectòries 4D pràcticament no hi haurà restriccions
per al pla de vol, exceptuant les zones militars i els mínims marges de seguretat
amb la superfície. Aquest canvi és de vital importància tenint en compte com
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es desenvolupen les trajectòries de vol actualment, amb grans restriccions tant en
la fase d’ascens com en la fase de descens i aproximació, i permetrà efectuar les
trajectòries de vol d’una manera molt més eficient. A la Figura 8 pot observar-se
una comparativa entre una trajectòria de vol actual i una trajectòria 4D.
Figura 8: Comparació entre una trajectòria tradicional (negre) i una trajectòria 4D
(blanc). [10]
En les trajectòries 4D, per establir i definir la trajectòria es duu a terme un procés
de decisió col•laborativa (CDM) entre els usuaris de l’espai aeri (aerolínies) i els
proveïdors de serveis d’ATM (aeroports, ANSPs...).
El principal canvi introduït per aquest nou concepte de trajectòria a nivell de
l’ATM és el canvi d’un concepte d’operacions basat en l’espai aeri a un concepte
basat en la trajectòria. Així, en comptes de tenir diverses versions de la trajectòria
en el sistema, es té una única trajectòria definida amb precisió en les 4 dimensions per
a cada vol i està disponible a tota la xarxa d’ATM. Aquesta trajectòria s’anomena
Reference Business Trajectory, i és resultat d’un procés llarg de decisió que es pot
veure esquematitzat a la Figura 9.
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Figura 9: Esquema del desenvolupament de la Business trajectory. [9]
Business trajectory
És la trajectòria que expressa les intencions de l’usuari de l’espai aeri. Inclou tant
segments aeris com sobre superfície, i s’actualitza amb les dades disponibles més
recents, incloent elements que puguin suposar un canvi radical en les intencions
inicials.
Business Development Trajectory (BDT)
És la trajectòria inicialment planejada per l’usuari de l’espai aeri, i es compartirà
amb la resta dels actors de la comunitat només quan els plans corporatius estiguin
suficientment madurs.
Shared Business Trajectory (SBT)
És la trajectòria publicada per l‘usuari de l’espai aeri i que estarà disponible per
a la planificació col•laborativa juntament amb els ANSPs (Air Navigation Service
Providers). El refinament de la SBT és un procés iteratiu. La seva forma final és la
RBT.
Reference Business Trajectory (RBT)
És la trajectòria resultant de la última versió de la SBT. És la que l’usuari de l’espai
aeri i els ANSPs accepten perquè sigui duta a terme. Està associada amb el pla
de vol i inclou tant els segments de terra com d’aire. Consisteix de rutes basades
en punts o pseudo-punts de l’espai pels que s’ha de passar a una altitud i temps
determinats.
4.4.5 CDM
Les sigles CDM fan referència a Collaborative Decision Making. El CDM consisteix
en una sèrie de processos de decisió per facilitar l’assignació òptima de recursos i
millorar les operacions de vol.
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En l’actualitat, el pilot o el flight dispatcher entreguen un pla de vol que ha
sigut establert de forma gairebé exclusiva amb paràmetres propis de l’aerolínea. La
resta d’organismes (els aeroports, el ATC i EUROCONTROL) no participen d’una
manera directa en l’elaboració de la trajectòria a seguir. A més a més, actualment la
informació entre organismes s’intercanvia a través de protocols P2P (peer-to-peer),
que consisteixen en canvis directes entre els actors, sense cap estàndard comú que
reguli aquestes comunicacions (cada actor utilitza el seu propi). Per tant, cada
organisme té una visió parcial del que li passa a l’avió, i la qualitat de les decisions
preses no és òptima.
El CDM pretén millorar tot aquest procés i fer-lo més òptim. Per aconseguir-ho, es
crea un ambient d’informació compartida comú per a tots els organismes implicats.
Així, cadascun d’aquests organismes obtindrà la informació que necessiti a través
d’una base de dades comú. Això requereix confiança en la qualitat de la informació
compartida, així com una protecció adequada dels interessos de cada part (protecció
que s’aconsegueix amb una combinació de processos i tecnologies que ho prevenen).
D’aquesta manera totes les parts en surten beneficiades, ja que les decisions preses
són de millor qualitat i més òptimes. Al estar inclosos tots els organismes que formen
part de la gestió de l’espai aeri i tenir tots ells accés a més informació, es podran
prendre millors decisions ja que es tindrà una visió completa de la situació i no una
visió parcial, com passa actualment.
Per tant, el CDM és un concepte pensat per donar suport a les decisions i orientat
a la millor gestió de les operacions a través de la col•laboració entre els diferents
organismes que formen part del procés. No és només una base de dades unificada,
sinó un mecanisme que facilita la cooperació entre els que han de decidir la trajectòria
final de l’aeronau.
4.4.6 Merging point
Les operacions d’aproximació a l’aeroport en el marc de SESAR es basen en el
concepte del merging point. Aquest és un punt en l’espai, proper a l’aeroport, pel
que han de passar tots els avions en la maniobra d’aproximació final. A cada avió
se li assigna un moment en el temps concret, amb un cert marge, perquè passi per
aquest punt. D’aquesta manera, s’aconsegueix una organització de les arribades més
eficient alhora que se’ls hi resta certa càrrega de treball als controladors, ja que els
pilots saben des d’abans de l’aproximació el punt concret pel que han de passar i el
moment en el que ho han de fer.
4.4.7 Altres conceptes
Operacions integrades a l’aeroport
Els aeroports passaran a formar part integrada de la xarxa d’ATM. Tindran una
funció essencial com a nodes del sistema ja que seran una extensió dintre de la gestió
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de trajectòries. L’aeroport ja no serà un lloc en el que tots els processos que hi tenen
lloc (aterratge, taxi, arribada a porta, carrega del passatge, taxi i enlairament) es fan
aïlladament, sinó que tots els procediments es faran ja tenint en compte el pròxim
vol de l’aeronau; d’aquí la seva funció com a nodes del sistema.
Tot això implica un canvi de paradigma en les operacions als aeroports des d’un
concepte gate-to-gate cap a un concepte en-route to en-route. Per tant, SESAR
també tindrà repercussions de molta profunditat en els aeroports europeus.
NOP
El NOP (Network Operations Plan) és un conjunt d’informacions i accions als que
s’hi arriba de forma col•laborativa i que són rellevants i serveixen de referència per
a tots els organismes que s’encarreguen de la gestió de la xarxa pan-europea.
EL NOP permet l’accés a informacions com els objectius de l’usuari, la manera de
dur-los a terme, l’impacte previst, les demandes de tràfic o la capacitat de l’aeroport
d’origen/destí.
Suport automatitzat
Actualment, la càrrega de treball que poden suportar els pilots i els controladors
durant el vol suposen la principal restricció de la capacitat de l’espai aeri. SESAR
en conjunt té en compte això, i per poder augmentar la capacitat de l’espai aeri
s’augmentarà el suport automatitzat, per poder així reduir la càrrega de treball
que suporten pilots i controladors, sempre respectant els objectius de seguretat de
SESAR. La idea general és millorar i integrar el suport automatitzat, però mantenint
els operadors humans al centre del sistema.
4.4.8 Impacte previst
El programa SESAR és un gran projecte de recerca i desenvolupament dut a terme
a nivell europeu. Com a tal, està previst que tingui un impacte important tant en
la indústria com en la societat en general. Segons l’estudi [8], l’impacte d’aquest
programa es traduirà en el següent:
• Reducció del temps de vol en aproximadament un 10%, el que suposa 9 minuts
per vol de mitjana.
• Reducció del 50% en les cancel•lacions i retards dels vols.
• Augment de la puntualitat en arribades/sortides.
• Reducció de les emissions de CO2 entre 950kg-1600kg de mitjana.
• Impacte en el PIB europeu de 400 mil milions d’€ durant els 20 anys següents
a la seva implementació.
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• Creació directa d’aproximadament 50.000 llocs de treball a la indústria del
transport aeri. Afegint els impactes indirectes, els llocs de treball augmenten
fins els 300.000.
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5 Optimització de trajectòries
En aquesta secció es planteja el problema de l’optimització de trajectòries de vol
en el marc de les trajectòries 4D establert per SESAR, i la manera de solucionar-lo.
Per dur a terme tot el procés, es procedirà com segueix.
5.1 Introducció a la optimització de trajectòries de vol
En els últims anys, amb l’impacte mediambiental i la pujada dels preus del petro-
li, la reducció del consum de combustible ha començat a ser un tema preocupant.
Aquest fet ha provocat que a molts sectors de l’aviació s’hagin començat a estu-
diar diferents mètodes i accions per reduir el consum de combustible, per motius
econòmics i ecològics.
Una de les accions que es poden fer per reduir el consum de combustible és op-
timitzar les trajectòries de vol dels avions. D’aquesta manera, es pot aconseguir
volar d’un aeroport a un altre consumint el mínim possible. El marc que estableix
SESAR pel futur espai aeri europeu, amb el concepte de trajectòria 4D, facilita que
es pugui volar més lliurement per l’espai aeri i, per tant, facilita que qui ho desitgi
pugui volar seguint la trajectòria òptima.
Els operadors dels avions comercials, és a dir, les aerolínies, són precisament qui
tenen més interès en poder volar per la ruta òptima per anar d’un aeroport a un
altre. Encara que els seus motius no són estrictament mediambientals, sinó més aviat
relacionats amb reduir costos, la optimització de trajectòries pot ajudar a aconseguir
els seus objectius.
Aquest apartat pretén introduir el problema que suposa la optimització de trajec-
tòries de vol, i el que es pretén fer en aquest estudi. Abans de començar, cal destacar
que l’objectiu últim no és realitzar un producte comercial que serveixi per satisfer
les necessitats que pugui tenir per exemple una aerolínea, sinó elaborar un mètode
general per la optimització de perfils de vol i aplicar-lo a un problema concret per
poder estudiar els seus resultats.
Així doncs, primer de tot es definirà el problema d’optimització de trajectòries en
termes generals, així com la funció de costos, una funció d’especial rellevància. Per
últim, s’explicarà com s’ha de dur a terme la resolució del problema.
5.1.1 Definició del problema
Es pretén desenvolupar un programa optimitzador que trobi la trajectòria de vol
òptima dintre del marc del futur espai aeri establert per SESAR. No pretén ser un
programa per ser introduït al FMS de l’avió, sinó una eina que serveixi durant la
fase de planificació de la Business Trajectory (veure Figura 9) des del punt de vista
de l’aerolínea.
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Així doncs, el problema d’optimització consisteix en optimitzar segons uns criteris
determinats la trajectòria de vol d’un avió comercial en una ruta concreta, amb
aeroports d’origen i destí establerts. Com a trajectòria de vol s’entén el conjunt de
corba espacial i distribució de velocitats.
Per a la resolució del problema d’optimització, hi ha una sèrie de paràmetres
que són coneguts i que corresponen amb la modelització tant de l’aeronau com de
l’ambient. Paràmetres que, a l’hora de resoldre el problema, esdevindran restriccions
del mateix. Aquests són:
Relatius a l’aeronau:
• El pes a l’enlairament (Take-Off Weight)
• El pes del combustible de viatge (Trip Fuel).
• El model aerodinàmic de l’aeronau, que inclou les relacions entre els coeficients
de sustentació, de resistència aerodinàmica i l’angle d’atac.
• El model de planta propulsora i les seves prestacions.
Relatius a l’ambient:
• El model atmosfèric de tota la regió que recorrerà l’aeronau.
• Les coordenades de l’aeroport d’origen.
• Les coordenades del merging point de l’aeroport de destí.
• Les velocitats inicial i final.
Per últim, per poder optimitzar la trajectòria a realitzar, es necessita establir un
criteri que marqui quina trajectòria és millor o pitjor que una altre per realitzar
aquesta ruta. Aquí és on entra l’anomenada funció objectiu.
La funció objectiu és aquella funció que marca el criteri per decidir si una tra-
jectòria és o no la òptima. Per tant, segons el tipus de ruta que es vulgui fer i
com es vulgui fer, es pot establir una o altre funció objectiu. Des del punt de vista
d’una aerolínea, el que més interessa com a criteri per escollir la funció objectiu són
els costos. Fer una ruta amb el mínim cost és quelcom que la majoria d’aerolínies
busquen, així que hi ha una funció, anomenada funció de costos, que dóna forma
matemàtica a aquests costos i els permet modelitzar com a funció objectiu d’un
problema d’optimització.
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Cal mencionar que la funció objectiu no es limita a la funció de costos. Pot
establir-se qualsevol altre funció objectiu que interessi pel problema d’optimització.
Per exemple, si el que es vol és trobar la trajectòria més ràpida per arribar al destí,
aleshores la funció objectiu serà el temps. Si el que es vol és minimitzar el consum
de combustible, aleshores la funció objectiu serà el combustible consumit.
A continuació s’explica en profunditat la funció de costos.
5.1.2 Funció de costos
La funció de costos és una funció matemàtica que utilitzen les empreses per mo-
delitzar els costos que tenen. En el cas de les aerolínies, la funció de costos depèn
de molts paràmetres que poden tenir formes i modelitzacions molt variades.
Els costos d’una aerolínea solen classificar-se en dos tipus: Costos Directes d’O-
peració (DOC) i Costos Indirectes d’Operació (IOC).
Costos Indirectes d’Operació (IOC)
Els IOC són els costos que depenen de la companyia aèria i no de l’aeronau. Per
tant, no depenen de l’operació de l’aeronau sinó de l’estructuració i l’organització
de l’aerolínea com a empresa. Dintre d’aquest tipus de costos trobem:
• Costos de marketing i promoció.
• Costos de venta a través d’internet.
• Costos d’oficines de ventes (actualment desapareixent degut a la venta per
internet).
• Costos d’administració.
• Costos de handling.
Costos Directes d’Operació (DOC)
Els DOC són aquells costos que depenen de l’explotació de l’aeronau. En aquest
tipus de costos és on pot incidir la optimització de trajectòries. Dintre dels DOC,
n’hi ha que són fixes i n’hi ha que són variables.
Els costos fixes són aquells sobre els que no es pot incidir (cost de les assegu-
rances, pagament d’interessos per préstecs, cost de depreciació i amortització...).
Els costos variables són aquells que depenen directament de l’operació de l’aeronau
(combustible, taxes de navegació...). Hi ha molts costos que tenen una part fixa i
una altre variable, o que depenen de contractes amb altres organismes o persones i
per tant seran fixes o variables depenen del contracte (sous de tripulació, costos de
manteniment...).
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Variables de la funció de costos
Analitzant des de la perspectiva del vol com a operació, les variables sobre les
que hi ha marge per a l’optimització són el combustible consumit i el temps de vol.
Aquestes dues variables depenen de la realització del vol, i per tant poden ésser
optimitzades. El combustible consumit té una afectació evident en els costos de
combustible, per tant és una variable a considerar en la funció de costos. En quant
al temps de vol, té diverses afectacions en els a costos. La primera és la que depèn
de l’operació mateixa: quant més temps s’estigui volant, més sou s’haurà de pagar
a la tripulació, per exemple. La segona afectació és que el número de vols diaris que
es podran realitzar amb aquella aeronau dependrà del temps que trigui en realitzar
l’operació.
La funció de costos proporciona el cost associat a una operació, i és funció de les
dues variables ja mencionades: el temps de vol i el combustible consumit. Totes les
possibles trajectòries entre dos aeroports tenen un cost associat depenent d’aquestes
dues variables. I d’entre totes les possibles trajectòries, n’hi haurà una que serà la
que tindrà un cost associat menor i, per tant, minimitzarà la funció de costos.
Per trobar la trajectòria que minimitza la funció de costos, és necessari conèixer
la dependència de la funció amb les dues variables. Una modelització aproximada
d’aquesta dependència que sol utilitzar-se per tractar els costos de l’aerolínea és un
model lineal per les dues variables. Així, els diferents tipus de costos s’expressarien
així:
DOC =

Combustible→ DOCf = mf · kgf
Tripulació→ DOCt = nt +mt · FH
Manteniment→ DOCm = nm +mm · FH
Ajudes navegació→ DOCn = nn
Taxes→ DOCtax = ntax
IOC = nIOC
On FH, kgf són les variables temps de vol (Flight Hours) i kilograms de fuel, res-
pectivament; ni,mi són constants (el subíndex i representa qualsevol dels subíndexs
mostrats en la definició del DOC i el IOC).
Els costos anteriors poden agrupar-se a la funció de costos en fixes i variables de
la manera següent:
fcostos(FH, kgf ) = Cfixes + Cvariables = Cfixes + Ch · FH + Cf · kgf
Cfixes = nt + nm + nn + ntax + nIOC
Ch = mt +mm
Cf = mf
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Un cop definida completament la funció de costos ja es pot utilitzar per resoldre
el problema. Si el que es vol és minimitzar costos, aquesta funció serà de gran
importància en el conjunt del problema d’optimització, doncs és la que marca el
criteri per decidir quina trajectòria és la òptima, per tant definir la funció de costos
correctament és essencial per arribar a un resultat satisfactori. Cal destacar que
el paràmetre Cfixes no és necessari ja que les constants no influeixen en el procés
d’optimització (sumar o restar una constant no influeix en la solució òptima). Per
tant, la funció de costos final és:
fcostos(FH, kgf ) = Ch · FH + Cf · kgf (1)
5.1.3 Resolució del problema
La resolució del problema d’optimització depèn en gran mesura del mètode d’op-
timització que s’utilitzi. El mètode d’optimització determina les característiques
que tindrà la resolució: la integració de les equacions, el criteri de selecció de la
trajectòria, el criteri d’avaluació i selecció de la trajectòria òptima, etc. A més a
més, el mètode utilitzat per a l’optimització determina l’eficiència de la resolució, o
dit d’una altre forma, el temps de càlcul.
Per tant, l’elecció del mètode a utilitzar és una part essencial en la resolució del
problema d’optimització, doncs determinà pràcticament la totalitat del que serà la
resolució en essència i forma. Més endavant, l’apartat 5.2 està dedicat en la seva
totalitat a l’elecció del mètode d’optimització. Cal destacar que la idoneïtat d’un
mètode o un altre està molt lligada a la naturalesa del propi problema que es vol
resoldre. No s’ha trobat encara cap mètode que pugui resoldre tots els problemes
d’optimització de manera eficient.
Malgrat la importància del mètode utilitzat en la resolució del problema, sí que
hi ha una sèrie de procediments que són comuns a tots ells. En general, la resolució
consisteix en trobar la trajectòria de vol que millor compleixi un criteri establert,
en aquest cas, minimitzar la funció objectiu. La sèrie de procediments a seguir per
aconseguir-ho són:
1. Discretització del domini, en cas que el mètode ho requereixi.
2. Selecció de la trajectòria a resoldre.
3. Resolució de les equacions que regeixen el vol i integració en tot el domini
per trobar el valor de les variables de la funció objectiu (temps de vol i/o
combustible consumit).
4. Avaluació de la funció objectiu amb els valors obtinguts a 3).
5. Comparació del valor de la funció objectiu amb la resta de valors obtinguts en
altres trajectòries.
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6. Si el valor obtingut en la funció objectiu pot ser considerat mínim segons
el criteri establert pel mètode, aleshores la trajectòria és la òptima. En cas
contrari, tornar al punt 2) i seleccionar una nova trajectòria a resoldre.
5.2 Selecció del mètode d’optimització
Com s’ha explicat, la resolució del problema d’optimització depèn en gran mesura
del mètode d’optimització que s’utilitzi. Així doncs, és important entendre les bases
matemàtiques comuns que regeixen cadascun dels mètodes per veure quin d’ells
s’ajusta millor al problema de l’optimització de trajectòries i escollir correctament,
doncs el mètode determina completament la resolució del problema.
En aquest apartat es comença fent una exposició general de l’enunciat dels pro-
blemes d’optimització, vàlid per qualsevol mètode. Seguidament s’explica la proble-
màtica concreta dels problemes d’optimització de trajectòries de vol. A continuació
es classifiquen els diferents problemes d’optimització i es caracteritza el problema
concret de les trajectòries de vol. Per últim, s’analitzen els diferents mètodes d’opti-
mització existents per poder així per seleccionar el mètode més adient pel problema
en estudi.
5.2.1 Enunciat general dels problemes d’optimització
Un problema d’optimització pot enunciar-se com:
Trobar X =

x1
x2
...
xn
 que minimitzi f(X) (2)
subjecte a les restriccions
gj(X) ≤ 0, j = 1, 2, ...,m
lj(X) = 0, j = 1, 2, ..., p
On X és un vector n-dimensional anomenat vector de disseny i f(X) és la fun-
ció objectiu, explicada en apartats anteriors. El vector de disseny està subjecte a
les restriccions gj(X) i lj(X), anomenades restriccions de desigualtat i restriccions
d’igualtat, respectivament. El número de variables n i el número de restriccions m
i/o p no tenen perquè estar relacionades entre elles. Aquestes restriccions divideixen
el domini del problema en dues regions: la regió factible i la regió no factible. La
regió factible és aquella en la que el vector de disseny compleix totes les restriccions
imposades, i la no factible és la que no compleix una o més restriccions.
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El problema enunciat per l’equació (2) és anomenat problema d’optimització res-
tringit. El problema d’optimització de trajectòries de vol objecte d’aquest estudi
és d’aquest tipus de problemes. També existeixen els problemes d’optimització no
restringits, en el que no hi ha restriccions de cap tipus.
5.2.2 Enunciat del problema d’optimització de trajectòries de vol
Particularitzant l’enunciat general dels problemes d’optimització al cas de les tra-
jectòries de vol, el vector de disseny serà la trajectòria de vol i totes les variables que
la defineixen, la funció objectiu serà generalment la funció de costos i les restriccions
seran de diversa naturalesa i s’expliquen a continuació.
Les variables que defineixen la trajectòria de vol són la corba espacial i la distri-
bució de velocitats. La corba espacial és el recorregut que fa l’aeronau per l’espai
aeri, i pot ésser expressada de diferents formes (continua, discreta, a trossos...). La
distribució de velocitats és una funció que variarà en cada punt de la corba espa-
cial, i pot expressar-se en Mach de vol o en mòdul de la velocitat. El tractament
d’aquestes variables dependrà del mètode d’optimització que s’utilitzi.
La funció objectiu en la majoria de casos serà la funció de costos, encara que com
s’ha comentat en apartats anteriors no està limitada a aquesta funció. El resultat
de la funció de costos és un escalar, i cada trajectòria de vol te associat un valor de
la funció.
En quant a les restriccions, les més importants són les espacials, les estructurals,
les aerodinàmiques i les de la planta propulsora, encara que n’hi poden haver d’altres.
Les restriccions espacials es refereixen a que no es sobrepassin certs límits com per
exemple el nivell del mar o l’altitud màxima d’operació de l’aeronau. En quant a
restriccions estructurals n’hi ha diverses. Un exemple és el Mach màxim al que es
que es pot volar estant a una certa altitud degut a les limitacions de l’estructura
de l’aeronau. Les restriccions aerodinàmiques limiten l’angle d’atac per no entrar
en pèrdua, i per últim les restriccions de la planta propulsora imposen l’empenta
màxima que es pot exercir.
5.2.3 Classificació dels problemes d’optimització
Els problemes d’optimització poden ser classificats de diverses maneres segons les
seves característiques intrínseques. És necessari conèixer aquestes característiques
per poder escollir el mètode que millor encaixa amb el cas d’estudi.
Seguint la classificació proposada per [18], podem dividir els problemes d’optimit-
zació com segueix:
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Existència de restriccions
Com s’ha indicat anteriorment, qualsevol problema d’optimització pot classificar-
se com a restringit o no restringit, depenent de si en el problema existeixen o no
restriccions.
Naturalesa de les variables de disseny
Basant-se en la naturalesa de disseny de les variables, els problemes d’optimització
poden dividir-se en dos grans grups: problemes d’optimització estàtica o paramètrica
i problemes d’optimització dinàmica o de trajectòria. Els de la primera categoria
consisteixen a trobar els valors de les variables de disseny que minimitzin una certa
funció prescrita que depèn d’aquestes. En quant als de la segona categoria, l’objectiu
és trobar les variables de disseny, que son totes funcions continues d’alguna altre
variable (per exemple, el temps), que minimitzen una funció objectiu.
Estructura física del problema
Depenent de l’estructura física del problema, els problemes d’optimització es po-
den classificar com problemes de control òptim i problemes de control no òptim.
Els problemes de control òptim són problemes de programació matemàtica que
estan dividits en etapes. Cada etapa depèn de l’anterior d’una forma establerta,
però no depèn de la següent. El sistema està descrit per dos tipus de variables: les
de control i les d’estat. Les primeres defineixen el sistema i governen l’evolució d’una
etapa a la següent, mentre que les segones descriuen el comportament del sistema
en qualsevol etapa. El problema consisteix en trobar un conjunt de variables de
control o d’estat que facin que la funció objectiva total (o performance index, PI)
sobre totes les etapes sigui mínima.
Els problemes de control no òptim inclouen tots els que no s’ajusten amb la defi-
nició anterior.
Naturalesa de les equacions del problema
Aquesta classificació es basa en la natura de les equacions que regeixen la funció
objectiu i les restriccions. D’acord amb això, els problemes poden ser classificats
com problemes d’optimització lineal, no lineal, geomètrica i quadràtica. Aquesta
classificació és extremadament útil des del punt de vista de la computació, doncs
existeixen mètodes disponibles que poden trobar la solució eficientment per un tipus
particular de problema. Per tant, és important saber el tipus de problema a enfrontar
per poder escollir correctament el mètode d’optimització. El problema serà lineal,
no lineal, geomètric o quadràtic depenent de com es combinin les variables del vector
de disseny per composar la funció objectiu i les restriccions.
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Tipus de nombres permissibles en les variables de disseny
Depenent del tipus de nombres permissibles en les variables de disseny, els pro-
blemes d’optimització poden ser dividits com problemes d’optimització de nombres
enters o problemes d’optimització de nombres reals. La naturalesa entera o real de
les variables de disseny determina el mètode d’optimització.
Naturalesa determinística de les variables
Basant-se en la naturalesa determinística de les variables involucrades, els pro-
blemes d’optimització poden classificar-se en problemes determinístics i problemes
estocàstics. Si una o totes les variables o paràmetres són probabilístics, aleshores
el problema serà estocàstic. Pel contrari, si són magnituds calculables, el problema
serà determinístic.
Separabilitat de les funcions
Els problemes d’optimització poden ser classificats com a problemes de funcions
separables i problemes de funcions no separables. Una funció és separable si pot ésser
expressada com la suma d’altres funcions, per tant depenent de si la funció objectiu
i les restriccions són separables o no, el problema serà d’un tipus o l’altre.
Número de funcions objectiu
Depenent de si tenen una o varies funcions objectiu per ser minimitzades, els
problemes d’optimització poden classificar-se en problemes monoobjectiu i problemes
multiobjectiu.
5.2.4 Classificació del problema d’optimització de trajectòries de vol
Tenint en compte els diferents criteris, el problema concret de la optimització de
trajectòries de vol és un problema d’optimització restringit, d’optimització dinàmi-
ca, amb propietats del control òptim, no lineal, amb valors reals, determinístic, de
variables separables i monoobjectiu.
És un problema d’optimització restringit perquè, com s’ha explicat a l’enunciat del
problema, un avió té certes limitacions estructurals, aerodinàmiques i de la planta
propulsora que l’impedeixen realitzar segons quines maniobres. Per això s’ha de
restringir el domini de les variables a les que imposen aquestes limitacions.
També és un problema d’optimització dinàmica i de control òptim, doncs l’objec-
tiu de la optimització de trajectòries de vol és trobar les variables de disseny que
minimitzen una funció objectiu determinada. A més, el vol es pot discretitzar en
etapes i en cadascuna d’elles es pot calcular la funció objectiu de manera indepen-
dent de les altres, amb una funció objectiu total que és la suma de les funcions
objectiu de totes les etapes.
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Les equacions que regeixen les trajectòries de vol són les equacions de les actua-
cions de punt, que depenen a més del model aerodinàmic i de la planta propulsora
de l’avió, els quals són clarament no lineals. Per tant, el problema serà no lineal.
Les variables són clarament nombres reals, no hi ha cap variable o paràmetre que
sigui probabilístic i les funcions són separables (la funció de costos és linealment
dependent del combustible consumit i del temps de vol), per tant és un problema
d’optimització de valors reals i determinístics.
Per últim, com ja s’ha especificat en apartats anteriors, el problema en estudi
només considera una funció objectiu, per tant el problema és monoobjectiu.
5.2.5 Anàlisi dels mètodes d’optimització existents
A continuació s’exposaran els mètodes d’optimització existents més usual. És
important conèixer els diferents mètodes per poder seleccionar el més adequat per
resoldre el problema de la optimització de trajectòries de vol. En l’apartat anterior
s’han classificat les característiques descriptives del problema, així que a continuació
es farà una exposició dels mètodes d’optimització, per després seleccionar el més
adequat.
Mètodes d’optimització clàssics
Els mètodes d’optimització clàssics són útils per trobar la solució òptima de fun-
cions continues i diferenciables. Són mètodes analítics i fan ús de les tècniques del
càlcul diferencial per localitzar els punts òptims.
Per aplicar aquests mètodes, es necessiten conèixer les expressions analítiques de
les derivades de la funció objectiu i de les restriccions respecte a les variables de
disseny. Degut a que hi ha molts problemes pràctics que fan ús de funcions objectiu
que no són contínues i/o diferenciables, els mètodes d’optimització clàssics tenen un
abast limitat en les aplicacions pràctiques.
Dos exemples de mètodes d’optimització clàssics són el mètode dels multiplicadors
de Lagrange (per problemes amb restriccions d’igualtat) o les condicions de Kuhn-
Tucker (per problemes amb restriccions de desigualtat).
Mètodes d’optimització lineal
Els mètodes d’optimització lineal són els que s’utilitzen quan la funció objectiu i les
restriccions depenen linealment de les variables del vector de disseny. Les restriccions
poden ser del tipus igualtat o desigualtat. Són mètodes molt estesos i sobre els que
s’ha estudiat molt en les últimes dècades, així que n’hi ha una gran varietat. Per
posar alguns exemples de mètodes d’optimització lineal: mètode simplex, mètode
simplex revisat, mètode de Karmarkar...
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Aquests tipus de mètodes resolen d’una manera molt eficient els problemes que
estan regits per equacions lineals. Per resoldre la resta de problemes s’han de linea-
litzar les equacions que els regeixen, així que perden eficàcia i no són vàlids per a la
majoria d’aplicacions.
Mètodes d’optimització no lineal
Els mètodes d’optimització no lineals són els mètodes més generals i poden aplicar-
se en la majoria de problemes. S’utilitzen en els problemes que tenen una funció
objectiu o unes restriccions que depenen de les variables del vector de disseny d’una
forma no lineal.
Hi ha molts mètodes dintre d’aquest grup, i cadascun d’ells és eficient per un tipus
concret de problemes. Alguns exemples de mètodes d’optimització no lineal són el
mètode de cerca exhaustiva, el mètode d’aproximacions successives, el mètode de
l’interval de Halving, els mètodes directes (mètode complex, mètode del gradient
projectat) o els mètodes indirectes (mètodes de transformació).
Mètode d’optimització geomètrica
El mètode d’optimització geomètrica és un mètode per resoldre un tipus particular
de problemes d’optimització no lineal. S’utilitza per minimitzar funcions que tenen
forma particular (forma posynomial) i estan subjectes a restriccions del mateix tipus.
Difereix d’altres tècniques d’optimització en que es posa l’èmfasi a les magnituds
relatives dels termes de la funció objectiu, més que en les pròpies variables. La
programació geomètrica, en comptes de trobar els valors òptims de les variables de
disseny, troba primer el valor òptim de la funció objectiu. Aquesta característica és
especialment favorable en situacions en les que el valor òptim de la funció objectiu
pot ser d’interès.
Un altre avantatge del mètode d’optimització geomètrica és que sovint es redueix
un problema d’optimització complicat a un altre que implica un conjunt d’equacions
algebraiques lineals. Per altre banda, el principal inconvenient del mètode és que
requereix que la funció objectiu i les restriccions estiguin en forma posynomial.
Mètode d’optimització dinàmica
En molts problemes pràctics, les decisions s’han de prendre de manera seqüencial
en diferents punts en el temps, en diferents punts en l’espai i/o en diferents nivells
d’un sistema. Aquest problemes poden dividir-se en etapes, de manera que en cada
etapa es pren la decisió que correspongui.
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El mètode d’optimització dinàmica és una tècnica matemàtica molt indicada per
a l’optimització de problemes de decisió multietapa. Així doncs, quan és aplicable,
el que fa és representar el problema de decisió multietapa com una seqüència de N
problemes de decisió unietapa. Per tant, el problema es converteix en una seqüència
de N etapes amb les seves corresponents N decisions. És destacable que el mètode
particular utilitzat per la optimització del problema en les N és irrellevant.
Per últim, el mètode d’optimització dinàmica pot tracta amb funcions de variables
discretes, no convexes, no continues i no diferenciables. També pot, en general, con-
siderar la variabilitat estocàstica, utilitzant una modificació senzilla del procediment
determinístic. És, doncs, un mètode relativament flexible, encara que té un incon-
venient important conegut com la maledicció de la dimensionalitat. No obstant,
malgrat aquest inconvenient, pot resoldre multitud de problemes complexos.
Mètodes d’optimització entera
Tots els mètodes exposats fins ara tenen la característica comú de que les seves
variables de disseny són variables continues i per tant poden prendre qualsevol valor
real. Els mètodes d’optimització entera resolen problemes en els que les variables de
disseny tenen valors enters. Dintre d’aquest grup hi ha mètodes tant lineals com no
lineals.
Mètodes d’optimització estocàstica
Aquest tipus de mètodes tracten amb problemes en els que un o tots els paràme-
tres del problema d’optimització estan descrits per variables estocàstiques. La idea
bàsica és convertir el problema estocàstic en un problema determinístic equivalent.
Depenent de la naturalesa de les equacions del problema, el mètode a utilitzar pot
ser lineal, no lineal, dinàmic o geomètric.
Mètodes d’optimització avançats
Dintre d’aquest grup s’hi mètodes molt diversos i la llista podria ser molt llarga.
Aquí s’especificaran 3 mètodes d’optimització rellevants: el mètode de les variables
separables, el mètode de control òptim i l’ús d’algoritmes genèrics.
El mètode d’optimització de variables separables és molt útil per resoldre proble-
mes en els que la funció objectiu i les restriccions són separables segons les variables
de disseny.
Els mètodes de control òptim utilitzen dos tipus de variables: les variables de
control i les variables d’estat, que estan relacionades entre sí per equacions diferen-
cials. Aquests mètodes s’utilitzen per trobar els decisions que s’han de prendre en
un moment donat perquè un sistema respongui d’una forma que minimitzi una certa
funció objectiu.
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Els algoritmes genèrics estan basats en els principis naturals de la genètica i la se-
lecció natural. Són conceptualment diferent dels mètodes tradicionals d’optimització
matemàtica, i són indicats per resoldre problemes amb variables mixtes continua-
discreta, amb discontinuïtats i espais no convexos.
5.2.6 Selecció del mètode d’optimització adequat pel problema d’opti-
mització de trajectòries de vol
Tenint en compte les propietats característiques del problema d’optimització de
trajectòries de vol explicades a l’apartat 5.2.1 (problema d’optimització restringit,
d’optimització dinàmica, amb propietats del control òptim, no lineal, amb valors re-
als, determinístic, de variables separables i monoobjectiu), la majoria dels mètodes
queden automàticament descartats: ni els mètodes d’optimització entera, ni estocàs-
tica ni geomètrica són adequats ja que les variables són continues i determinístiques.
Degut a la complexitat i la no linealitat de les equacions que regeixen el problema
de les trajectòries de vol, els mètodes d’optimització clàssics queden descartats ja
que no poden resoldre de manera eficient el problema. Els mètodes d’optimització
lineal tampoc són adequats ja que el problema és no lineal. No obstant, encara que
els mètodes no lineals poden ser útils per a la resolució de les equacions de cada
etapa, no serveixen per a la resolució del problema complet.
Amb tot l’anterior, es conclou que el mètode adequat per a la resolució del pro-
blema és el mètode d’optimització dinàmica. Degut a que les trajectòries de vol es
poden representar com etapes al llarg de l’espai, la optimització dinàmica és molt
adequada i serveix perfectament per a la resolució. De fet, els mètodes d’optimitza-
ció dinàmica solen anomenar-se mètodes d’optimització de trajectòria.
Hi ha altres mètodes que també podrien servir per a la optimització de trajectòries
de vol com és el cas dels mètodes de control òptim. Aquests mètodes tenen el mateix
plantejament que la optimització dinàmica, però la diferència és que el control òptim
es centra més en la resposta de curt període que en la de llarg termini, el que el fa
més susceptible de ser afectat per pertorbacions externes. A més a més, requereixen
de més potència de càlcul degut a la major complexitat per a la resolució.
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6 Mètode d’optimització dinàmica
En aquest apartat s’entra en detall a descriure el mètode d’optimització dinàmica.
No s’entrarà en la física del problema, doncs es vol posar èmfasi en el mètode d’op-
timització en sí sense barrejar l’explicació amb detalls corresponents a la part física.
L’apartat següent es dedicarà íntegrament a la explicació física de les trajectòries de
vol així com a les equacions que la regeixen.
Primer de tot es farà una descripció detallada del mètode d’optimització dinàmica
i les seves característiques. Seguidament es tracta la discretització del problema i es
descriuen els diferents vectors en la seva forma discretitzada. Finalment, es fa una
descripció de l’algoritme complet.
6.1 Descripció del mètode
El mètode d’optimització dinàmica resol processos de decisió en sèrie multietapa
o, simplement, processos de decisió multietapa. En aquests, un número determinat
(N ) de processos unietapa estan connectats en sèrie, de manera que les dades de
sortida d’una etapa són les d’entrada de l’etapa següent.
6.1.1 Representació d’un procés de decisió multietapa
El procés de decisió unietapa sol representar-se amb un bloc rectangular com el de
la Figura 10. El procés de decisió està caracteritzat pels paràmetres d’entrada S, les
variables de decisióX, els paràmetres de sortida T i el retorn o funció objectiu R. Els
tres primers són magnituds vectorials, mentre que el retorn és una magnitud escalar.
Als paràmetres d’entrada S també se’ls anomena variables d’estat d’entrada, i als
paràmetres de sortida T també se’ls anomena variables d’estat de sortida.
Figura 10: Problema de decisió unietapa. [18]
Els paràmetres de sortida estan relacionats amb els d’entrada i les variables de
decisió a través de la funció de transformació d’etapa expressada com:
T = t(X,S) (3)
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La funció de retorn també té una expressió general com segueix:
R = r(X,S) (4)
En quant al procés de decisió multietapa, sol representar-se amb un diagrama de
blocs com el de la Figura 11. Pot observar-se que les etapes estan numerades en
ordre decreixent. Això és característic del mètode d’optimització dinàmica, i és així
perquè, com s’explicarà més endavant, en aquest tipus de problemes el que succeeixi
en una etapa afecta a les etapes següents, però no a les posteriors. Per tant, si es
resol la última etapa i a partir d’aquí es va resolent en ordre invers, s’acaba obtenint
el resultat òptim.
A causa d’aquesta característica, és més adient numerar les etapes de forma re-
gressiva, començant per l’etapa n i acabant per l’etapa 1.
Figura 11: Problema de decisió multietapa. [18]
Per a la i-èssima etapa, el vector de dades d’entrada es denomina Si+1 i el vector
de dades de sortida es denomina Si. Com que el sistema és en sèrie, la sortida de
l’etapa i + 1 ha de ser igual a l’entrada de l’etapa i. Per tant, la transformació
d’etapa i la funció de retorn seran:
Si = ti(Si+1,Xi) (5)
Ri = ri(Si+1,Xi) (6)
On xi representa el vector de variables de decisió de l’etapa i. Es defineix la funció
f com:
f =
n∑
i=1
Ri =
n∑
i=1
Ri(xi,Si+1) (7)
En el problema de decisió multietapa, l’objectiu és trobar els vectors de decisió
(x1,x2, ...xn) tals que s’optimitzi la funció f i que es satisfacin les equacions (5) i
(6) a totes les etapes.
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Particularitzant en el cas del problema de la optimització de trajectòries, les etapes
quedarien definides com a fragments de l’espai o del temps, segons es vulgui. Dintre
de cada etapa, les dades d’entrada Si+1 són els paràmetres característics del vol a
l’entrada de l’etapa, les dades de sortida Si són aquests mateixos paràmetres però
a la sortida de l’etapa i el vector de variables de decisió Xi són les accions que ha
de dur a terme l’avió durant l’etapa. La variable de retorn és el resultat d’avaluar
la funció objectiu (sigui la funció de costos o qualsevol altre) amb els paràmetres
d’entrada i de decisió a l’etapa.
6.1.2 Tipus de problemes de decisió multietapa
Els problemes de decisió multietapa poden ser classificats en les tres categories
següents.
• Problema de valors inicials: si el valor de la variable d’estat inicial Sn+1
està definit, el problema és de valors inicials.
• Problema de valors finals: si el valor de la variable d’estat final S1 està
definit, el problema s’anomena de valors finals.
• Problema de valors de contorn: si els valors de tant la variable d’entrada
com de la variable de sortida està definit, el problema s’anomena de valors de
contorn.
A la Figura 12 es mostren esquemàticament els tres tipus de problemes. En el
cas particular de la optimització de trajectòries es tracta d’un problema de valors
de contorn, doncs tant els valors inicials com els finals estan determinats per les
coordenades de l’aeroport d’origen i les del merging point del de destí.
6.1.3 Concepte de suboptimització
El concepte de suboptimització és la base del mètode d’optimització dinàmica.
La suboptimització fa referència a optimitzar cada element per separat, sense la
influència de la resta d’elements del problema. S’entén per element una etapa o un
conjunt d’aquestes, sempre que siguin consecutives.
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Figura 12: Tipus de problemes de decisió multietapa. [18]
6.1.4 Principi d’optimalitat
El principi d’optimalitat està estretament lligat amb el procés de suboptimització.
Aquest principi es basa en que les decisions preses en una etapa afecta a les etapes
posteriors, però no a les anteriors (cal recordar que la numeració és a la inversa en
els problemes d’optimització dinàmica). Gràcies a això, es pot anar passant d’etapa
en etapa suboptimitzant el bloc d’etapes des de la i fins a la 1 com si fossin una
de sola, de manera que al arribar a l’etapa n i suboptimitzar el sistema complert,
s’obtindrà el resultat òptim.
El principi d’optimalitat és possible perquè la funció objectiu del sistema complet
es pot separar en la suma de les funcions objectius de cada etapa.
A la Figura 13 es troba una explicació esquemàtica del principi d’optimalitat.
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Figura 13: Principi d’optimalitat. [18]
Gràcies a aquest principi es pot resoldre el problema d’optimització dinàmica. És
important notar que, en pràcticament tots els problemes d’optimització dinàmica, la
suboptimització de les etapes de manera individual fa que la solució final del conjunt
del problema no sigui la òptima.
Per entendre l’anterior, s’exemplifica amb el problema d’optimització que ocupa
aquest estudi, el de les trajectòries de vol. Suposant el cas d’una aeronau que ha de
realitzar amb el mínim consum una ruta en línia recta des d’un aeroport d’origen fins
un de destí, es divideix el problema en diverses etapes al llarg de la ruta. En general,
quant més alt vola l’aeronau, menys combustible consumeix. Per tant, la ruta hauria
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de transcórrer en gran mesura a altes altures. No obstant, suboptimitzant les etapes
per separat, el que passaria seria que la primera etapa donaria com a solució òptima
un vol horitzontal, ja que es consumeix menys volant horitzontalment que en ascens;
a la etapa següent, pels mateixos motius el resultat de la optimització seria també un
vol horitzontal. Suboptimitzant totes les etapes següents, el resultat seria idèntic,
i la ruta final seria un vol horitzontal sense cap canvi en altitud. Evidentment
aquesta ruta no és correcte, i el resultat erroni és degut a aplicar el concepte de
suboptimització a cada etapa del vol de manera individual.
Així doncs, la solució òptima del sistema complet és la solució que optimitza tot
el conjunt de les etapes, de la primera a la última. Això s’aconsegueix aplicant el
principi d’optimalitat.
6.2 Discretització de la trajectòria
La trajectòria del vol està definida per la corba espacial i la distribució de velo-
citats. S’entén com a corba espacial el recorregut que fa l’aeronau per l’espai aeri,
i com a distribució de velocitats el conjunt de velocitats instantànies associades a
cada punt de la corba espacial.
Abans d’establir la discretització del problema, és necessari analitzar les restric-
cions del problema per veure si és més adequat establir com a variable independent
la variable espacial o la temporal. En el cas en estudi, com s’ha establert en la de-
finició del problema a l’apartat 5.1.1, les restriccions són espacials (s’imposen unes
coordenades per l’aeroport d’origen i unes pel de destí). El més sensat, per tant,
és prendre com a variable independent la coordenada espacial longitudinal, ja que
d’aquesta forma el temps és un paràmetre lliure.
Si en un futur es volgués ampliar l’estudi actual i desenvolupar un programa d’op-
timització per ser introduït al FMS de l’avió, aleshores s’hauria de tenir en compte
la restricció temporal que suposa el concepte de trajectòria 4D imposat per SESAR.
En aquest cas, podria plantejar-se l’ús del temps com a variable independent. No
obstant, com que el problema en estudi es centra en la fase de planificació de la
trajectòria, el temps és un paràmetre lliure i no és una restricció del problema.
El mètode d’optimització dinàmica requereix que les funcions que defineixen la
trajectòria de vol estiguin discretitzades. Tenint en compte que, en general, les
trajectòries que realitzen les aeronaus comercials són trajectòries sense maniobres
brusques i que la variable independent és la coordenada longitudinal, es poden dis-
cretitzar les funcions de la següent manera.
6.2.1 Discretització corba espacial
Aprofitant que, com s’ha comentat, les trajectòries en aviació comercials són rea-
litzades de forma suau i sense brusquedats, es pot realitzar una malla regular en tres
54
6.2 Discretització de la trajectòria 6 MÈTODE D’OPTIMITZACIÓ DINÀMICA
dimensions que abasti tot l’espai en estudi. Les tres dimensions de la malla estan
definides per les tres direccions següents:
• Longitudinal: és la direcció que uneix el punt d’origen amb el punt de destí.
• Altitud: és la direcció vertical, perpendicular a la longitudinal.
• Transversal: és la direcció perpendicular a les altres dues.
Així doncs, cada direcció es discretitza amb el número de nodes i la distància entre
ells que es consideri adequada per cada cas. Evidentment, la distància no serà la
mateixa en cada cas, doncs no és el mateix la discretització en longitud (centenars
de kilòmetres) que la discretització en altitud (no gaire més de 10 km).
Cal destacar las diferències entre les 3 coordenades a efectes de càlcul. Mentre
la coordenada longitudinal és la variable independent, les altres dues són variables
dependents i juguen un paper dintre del procés d’optimització. La coordenada lon-
gitudinal és la que marca les etapes del problema.
6.2.2 Discretització distribució de velocitats
La distribució de velocitats és funció de la coordenada longitudinal. Cal recordar
que la velocitat es tracta amb el número de Mach. Així doncs, es pot dividir la dis-
tribució en termes del paràmetre independent (coordenada longitudinal) i aproximar
el valor de la velocitat en les regions intermèdies com una variació lineal. D’aquesta
manera, el domini de la funció queda discretitzat.
En quant als valors que pot prendre la velocitat en cada punt de la coordena-
da longitudinal, el que es fa és prendre un rang factible del número de Mach. En
una aeronau comercial en creuer, un Mach entre 0, 3 i 0, 85 pot ser un rang raonable.
Resumint, la discretització de la trajectòria de vol consisteix en discretitzar la
coordenada longitudinal en etapes i les variables dependents que determinen el vol
(velocitat, altitud, coordenada transversal) discretitzar-les en les fronteres d’etapa.
A mode d’exemple, a la Figura 14 es mostra el resultat d’un cas resolt per veure la
discretització del Mach.
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Figura 14: Exemple de resultat amb el número de Mach discretitzat.
6.3 Vectors de dades
Els vectors de dades tenen una importància cabdal en la resolució del problema. A
cada etapa es defineixen el vector de dades d’entrada, el vector de decisió i el vector
de dades de sortida. La informació de les etapes anteriors està emmagatzemada a
la matriu de perfils intermedis i al vector de funcions objectiu.
La informació continguda en els diferents vectors és:
• Altitud: xh
• Número de Mach: xM
• Pes de l’aeronau: xW
• Valor de la funció objectiu: R
És molt important que quedin clars aquests conceptes i el nom de cada vector,
doncs en els apartats següents es fa referència constantment a aquests. A continuació
es descriuen un per un.
6.3.1 Vector de dades d’entrada Si+1
El vector de dades d’entrada Si+1 conté els valors discretitzats de les variables en
la frontera d’inici d’etapa. Es defineix com segueix:
Si+1 =

xhi+1
xMi+1
xWi+1
 (8)
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6.3.2 Vector de dades de sortida Si
El vector de dades de sortida Si (també es pot escriure com Ti) conté els valors
discretitzats de les variables en la frontera de final d’etapa. Es defineix igual que el
vector de dades d’entrada, però a la frontera de sortida:
Si =

xhi
xMi
xWi
 (9)
6.3.3 Vector de decisió Xi
Quan l’aeronau entra en una etapa amb les variables de vol establertes pel vector
de dades d’entrada Si+1, s’han de prendre dues decisions: on es pretén acabar l’etapa
i a quina velocitat. El vector de decisió Xi estableix el valor que es pretén tenir al
final de l’etapa:
Xi =
{
xhi
xMi
}
(10)
Pot comprovar-se que la coordenada del pes no forma part del vector de decisió,
ja que no es pot decidir amb quin pes es finalitzarà l’etapa.
6.3.4 Matriu de perfils intermedis Pi
La matriu de perfils intermedis d’una etapa i està formada per diversos vectors de
perfils intermedis. Cadascun d’aquests vectors conté tots els vectors de dades que
defineixen una trajectòria intermèdia.
Un vector de perfils intermedis qualsevol j d’una etapa i seria:
Pji =
{
Sji+1 S
j
i · · · Sj1
}
(11)
La matriu de perfils intermedis estarà formada per tants vectors de perfils inter-
medis com perfils intermedis hi hagi a l’etapa:
Pi =

P1i
P2i
...
Pji
...
Pni

=

S1i+1 S1i · · · S11
S2i+1 S2i · · · S21
...
... . . .
...
Sji+1 S
j
i · · · Sj1
...
... . . .
...
Sni+1 Sni · · · Sn1

(12)
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6.3.5 Vector de funcions objectiu Fi
Cada component del vector de funcions objectiu Fi conté la suma de les funcions
objectiu de cada element del vector de perfils intermedis associat. Així doncs, un
element del vector de funcions objectiu d’un vector de perfils intermedis qualsevol j
d’una etapa i seria:
f ji = R
j
i +R
j
i−1 + · · ·+Rj1 (13)
El vector de funcions objectiu serà:
Fi =

f1i
f2i
...
f ji
...
fni

=

R1i +R1i−1 + · · ·+R11
R2i +R2i−1 + · · ·+R21
...
Rji +R
j
i−1 + · · ·+Rj1
...
Rni +Rni−1 + · · ·+Rn1

(14)
6.4 Algoritmes del mètode d’optimització dinàmica
Un cop explicada la discretització del problema, pot passar-se a l’exposició de
l’algoritme d’optimització per resoldre el problema i obtenir la trajectòria de vol
òptima desitjada.
L’algoritme, a grans trets, ha de dur a terme la resolució del problema etapa per
etapa, establint les trajectòries que siguin possibles i viables i descartant la resta.
Per fer-ho, primer resol cadascuna de les trajectòries possibles dintre de l’etapa,
després uneix cadascuna d’aquestes a les etapes anteriors i finalment selecciona la
òptima d’entre totes les que hi ha. A la Figura 15 es mostra l’algoritme general.
Cadascun dels blocs és en si mateix un algoritme sencer.
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Figura 15: Algoritme general del mètode d’optimització dinàmica.
Per entendre millor l’algoritme general d’optimització dinàmica, a la Figura 16
es posa un exemple d’aplicació d’aquest. Es tracta d’un cas arbitrari en el que ja
s’han resolt diverses etapes, i en el moment especificat tot just s’està resolent l’etapa
i-èssima.
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Figura 16: Exemple d’aplicació de l’algoritme d’optimització dinàmica. Adaptat de
[18]
A continuació es detalla pas a pas com es procedeix a cada bloc de l’algoritme
general per resoldre el problema de la figura.
• Resolució d’etapa: la resolució d’etapa consisteix a resoldre tots i cadascun
dels camins que uneixen tots els elements θ de l’etapa i amb els elements
resultants de la etapa i − 1. Així doncs, no només es resolen els camins que
uneixen θ4 amb els elements de la etapa i−1 (trobant els corresponents valors
de la funció objectiu) marcats a la figura, sinó que es resolen tots els camins
de totes les θ i es guarden els resultats.
• Concatenació d’etapes successives: en aquesta part de l’algoritme general,
el que es fa és unir els camins resolts a la etapa i amb els camins de les etapes
anteriors. Prenent l’exemple concret de la figura, s’unirien tots els camins que
uneixen θ4 amb l’etapa i − 1, el que inclou sumar els resultats de la funció
objectiu calculats en la “Resolució d‘etapa” amb els resultats de la funció
objectiu de cada camí de les etapes anteriors.
• Eliminació de perfils intermedis no òptims: en aquest últim bloc el que
es fa és prendre els camins de cada element θ de l’etapa i i seleccionar el camí
òptim, eliminant la resta de camins. Així doncs, en l’exemple de la figura,
es compararien els resultats de la funció objectiu de cadascun dels camins de
θ4, i es seleccionaria el camí que tingui un valor de la funció objectiu mínim,
eliminant la resta.
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Procedint d’aquesta manera en totes les etapes, al arribar a la última quedarà
un únic camí, que serà el resultat òptim. En el cas particular del problema de les
trajectòries de vol, el resultat serà la trajectòria òptima.
Com s’ha comentat, cadascun dels blocs és en si mateix un algoritme. Així doncs,
a continuació es procedeix a explicar en detall cadascun dels blocs i els algoritmes
que els defineixen. Abans d’entrar en l’exposició, però, cal mencionar que aquí es
pretén explicar l’algoritme; la resolució de les equacions que regeixen la física del
problema s’explica detalladament a l’apartat 7.
6.4.1 Resolució d’etapa
En la seva definició matemàtica, la resolució d’etapa consisteix en identificar totes
les dades d’entrada Si+1 possibles i totes les decisions Xi possibles i obtenir, per
a cadascuna de les combinacions de les anteriors, el resultat de la funció objectiu
Ri i les dades de sortida associades Ti basant-se en les equacions que regeixin el
comportament intern de l’etapa.
En altres paraules, la resolució d’etapa consisteix en trobar els resultats de la
funció objectiu i el vector de dades de sortida per totes les combinacions possibles
entre les dades d’entrada i les decisions que es poden prendre. Aquests resultats són
els que després es concatenaran amb les etapes anteriors.
L’algoritme a seguir està descrit a [20]. Consisteix en dos bucles niats i es detalla
a continuació:
1. Enumerar tots els elements del vectors de dades d’entrada Si+1,j existents.
2. Inicialitzar el comptador del bucle extern j = 1.
3. Enumerar tots els elements del vectors de decisió Xi+1,k existents.
4. Inicialitzar el comptador del bucle intern k = 1.
5. Resolució de les equacions per obtenir el temps de vol i el consum de com-
bustible a partir del vector de dades d’entrada Si+1,j i el vector de decisió
Xi+1,k
6. Si no s’han obtingut resultats es passa directament al punt 8. En cas contrari,
es passa al punt següent.
7. Es guarden tant els resultats com els vectors de dades d’entrada i decisió en
una matriu.
8. S’incrementa el comptador k una unitat.
9. Si k és menor o igual al número d’elements del vector de decisió, es passa al
punt 5. En cas contrari es passa al punt següent.
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10. S’incrementa el comptador j en una unitat.
11. Si j és menor o igual al número d’elements del vector de dades d’entrada, es
passa al punt 3. En cas contrari, l’algoritme ha finalitzat.
Una forma molt típica de presentar els resultats de la resolució d’etapa és amb
una matriu o taula, on s’especifiquin els resultats de la funció objectiu i del vector
de dades de sortida. Un exemple es pot veure a la Taula 3.
Taula 3: Exemple de taula de resultats de resolució d’etapa
Si+1,j \Xi,j Xi,1 Xi,2 Xi,3 Xi,4 Xi,5
Si+1,1 Si,1,1,Ri,1,1 Si,1,2,Ri,1,2 Si,1,3,Ri,1,3 Si,1,4,Ri,1,4 Si,1,5,Ri,1,5
Si+1,2 Si,2,1,Ri,2,1 Si,2,2,Ri,2,2 Si,2,3,Ri,2,3 Si,2,4,Ri,2,4 Si,2,5,Ri,2,5
Si+1,3 Si,3,1,Ri,3,1 Si,3,2,Ri,3,2 Si,3,3,Ri,3,3 Si,3,4,Ri,3,4 Si,3,5,Ri,3,5
Si+1,4 Si,4,1,Ri,4,1 Si,4,2,Ri,4,2 Si,4,3,Ri,4,3 Si,4,4,Ri,4,4 Si,4,5,Ri,4,5
6.4.2 Concatenació d’etapes successives
El procés de concatenació consisteix a unir els resultats de resoldre l’etapa i amb
els resultats de les etapes anteriors. D’aquest procés s’obtenen una sèrie de perfils
de vol intermedis, que són els que després passaran pel procés d’eliminació. Per
perfil de vol intermedi s’entén el conjunt de dades que defineixen completament la
trajectòria del vol des de l’etapa i fins a l’etapa 1.
Així doncs, fins aquí es tenen els resultats obtinguts de la resolució d’etapa actual
i un conjunt de perfils intermedis òptims de les etapes anteriors. Ara el que s’ha de
fer és concatenar els primers amb els segons.
A la Figura 17 es mostra de forma gràfica un exemple del resultat d’aplicar l’algo-
ritme de concatenació en un problema amb una única variable dependent. Com pot
observar-se, es tenen tots els resultats que han sorgit de la resolució de l’etapa i con-
catenats amb els perfils subòptims de les etapes anteriors, que ja han passat per tot
el procés de suboptimització. L’algoritme de concatenació consisteix senzillament
en fer aquesta unió.
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Figura 17: Resultat d’aplicar l’algoritme de concatenació a l’etapa i.
Aquests perfils de vol i els valors de la funció objectiu associats s’emmagatzemen
en una matriu de perfils intermedis Pi com la mostrada en l’apartat 6.3.4 i en un
vector de funcions objectiu Fi.
L’algoritme a seguir està descrit a [20]. Abans de descriure’l s’ha de tenir en
compte que de la resolució d’etapa es tenen els resultats de l’etapa i. A més a
més, cadascun dels resultats emmagatzemats al vector de dades de sortida Si,j,k i el
vector resultat Ri,j,k estan associats a una parella de vector de dades d’entrada Si+1,j
i vector de decisió Xi+1,k. També es coneix el vector de perfils de vol intermedis
òptims de l’etapa anterior Pi−1 i el vector de valors de funcions objectiu Fi−1.
L’algoritme consisteix en tres bucles niats i es detalla a continuació:
1. Crear dos vectors buits. Un vector de perfils intermedis per a l’etapa i actual
Pi i un altre per el vector de funcions objectiu Fi.
2. Inicialitzar el comptador del bucle extern j = 1. Aquest bucle recorrerà els
elements del vector de dades d’entrada.
3. Inicialitzar el comptador del bucle central k = 1. Aquest bucle recorrerà els
elements del vector de decisió.
4. Inicialitzar el comptador del bucle intern l = 1. Aquest bucle recorrerà els
elements del vector de dades de sortida.
5. Es pren el vector de dades de sortida Si,j,k.
6. Es pren el vector de dades d’entrada de l’etapa i−1, és a dir Si,m, de la primera
component del vector Pi−1,l, contingut alhora en el vector Pi−1.
7. Es comprova la igualtat de vectors Si,j,k i Si,m.
8. Si els vectors són diferents es passa al punt 11.
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9. Si els vectors són iguals s’afegeix com a component al final del vector Pi el
vector resultant de concatenar Si+1,j amb Pi−1,l.
10. S’afegeix com a component al final del vector Fi la suma de la component l
del vector Fi−1 i el resultat Ri,j,k.
11. S’incrementa el comptador l en una unitat.
12. Si el comptador l és menor o igual al número de files de Pi−1, es passa al punt
5.
13. S’incrementa el comptador k en una unitat.
14. Si el comptador k és menor o igual al número d’elements del vector de decisió,
es passa al pas 4.
15. S’incrementa el comptador j en una unitat.
16. Si el comptador j és menor o igual al número d’elements del vector de dades
d’entrada, es passa al pas 3. En cas contrari, l’algoritme ha finalitzat.
6.4.3 Eliminació de perfils intermedis no òptims
Un cop es té la matriu de perfils intermedis Pi resultant del procés de concatenació
d’etapes i el vector de funcions objectiu corresponent, s’han de trobar els perfils
intermedis òptims.
En aquest punt, existeixen diversos perfils de vol que parteixen del mateix vector
Si+1,j . D’entre tots ells, hi haurà un amb un valor de la funció objectiu mínim i,
per tant, serà el òptim. La resta de perfils intermedis són eliminats.
Per exemplificar això, s’aplica l’algoritme d’eliminació de perfils intermedis no
òptims al cas explicat anteriorment en la concatenació (Figura 17). Els resultats es
poden veure a les Figures 18, 19 i 20.
En la Figura 18 es mostra el resultat d’aplicar la eliminació en el primer element del
vector de dades d’entrada Si+1,1. El perfil intermedi remarcat és el perfil intermedi
òptim. El que ha fet l’algoritme d’eliminació és comparar el valor de les funcions
objectiu de tots els perfils, escollir el que té un valor mínim i eliminar la resta.
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Figura 18: Resultat d’aplicar l’algoritme d’eliminació al primer element Si+1,1.
A continuació, en les Figures 19 i 20, es mostra el resultat d’aplicar la eliminació
en el segon element del vector de dades d’entrada Si+1,2 i en el tercer element Si+1,3,
amb resultats equivalents als del primer element.
Figura 19: Resultat d’aplicar l’algoritme d’eliminació al segon element Si+1,2.
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Figura 20: Resultat d’aplicar l’algoritme d’eliminació al tercer element Si+1,3.
S’observa que dos perfils de vol que procedeixin de vectors de dades d’entrada
diferents (Si+1,2; Si+1,3) poden sortir d’una mateixa frontera d’etapa, però en canvi
no és possible que d’un vector de dades d’entrada surtin dos perfils cap a dues
fronteres d’etapa, doncs en aquest cas els dos perfils tindrien valors diferents de la
funció objectiu i el que tingués un valor més gran hauria de ser descartat. Per tant,
de cada vector de dades d’entrada en la frontera només partirà un únic perfil de vol.
L’algoritme a seguir està descrit a [20]. S’obté de l’algoritme de concatenació el
vector de perfils intermedis Pi. L’algoritme consisteix en dos bucles niats i es detalla
a continuació:
1. Inicialitzar el comptador del bucle extern m = 1. Aquest bucle recorrerà els
elements del vector de perfils intermedis Pi.
2. Es pren el vector de dades d’entrada Si+1,j , en la primera component del vector
Si,m.
3. Inicialitzar el comptador del bucle intern n = m+1. Aquest bucle recorrerà els
elements del vector de perfils intermedis Pi cercant vectors de dades d’entrada
que coincideixin amb Si,m.
4. Si m és major que la longitud de Pi, l’algoritme finalitza.
5. Es comprova si Si,j obtingut de Pi,m és igual a Si,k obtingut de Pi,n.
6. Degut a que els elements del vector de perfils intermedis Pi,m estan ordenats
segons Si+1,j per la forma en que s’han obtingut, si aquest és diferent de Si,k
de Pi,n es pren m = n. A continuació es passa al pas 2.
7. Si són iguals, es comprova si Fi,m és menor o igual que Fi,n. Si és així, es
suprimeix la fila m dels vectors Pi i Fi.
8. En cas contrari, es suprimeix la fila m dels vectors Pi i Fi i es passa al pas 2.
66
7 ACTUACIONS DE PUNT
7 Física del problema: Actuacions de punt
Fins aquest punt s’ha analitzat l’espai aeri europeu i la seva estructura, s’ha
tractat de manera general el tema de la optimització de trajectòries i s’ha entrat
en detall en la part matemàtica del mètode d’optimització dinàmica. En aquesta
secció s’entrarà a tractar la física del problema de les trajectòries de vol, adaptant
les equacions i els procediments al mètode d’optimització dinàmica utilitzat.
7.1 Introducció
7.1.1 Equacions fonamentals
La física del problema de les trajectòries de vol pel cas en estudi es pot descriure
per les equacions de la mecànica del vol, i l’avió, a efectes de l’estudi, pot modelitzar-
se com un sòlid rígid. Els problemes de la mecànica del vol es divideixen en problemes
d’actuacions i problemes d’estabilitat i control.
Segons la mecànica del sòlid rígid se sap que el moviment del centre de masses
de l’aeronau està governat pel teorema de la quantitat de moviment, mentre que el
moviment de rotació al voltant del mateix centre de masses ve descrit pel teorema
del moment cinètic. En el primer teorema es basen les equacions de les actuacions,
i en el segon es basen les equacions de l’estabilitat i control.
En el cas que ocupa aquest estudi, com ja s’ha comentat, es discretitza la trajec-
tòria en trams rectilinis i es calculen els resultats que s’obtenen de la resolució de
les etapes. Per tant, té un pes molt més gran el moviment del centre de masses que
no pas la rotació de l’avió al voltant d’aquest, així que les equacions que regeixen el
problema són les de les actuacions.
7.1.2 Variables a determinar
Dels tres blocs que composen l’algoritme general, el de la resolució d’etapa és en
el que es calculen les variables necessàries per a la resolució del problema, a partir
de la física d’aquest. En el cas concret en estudi, el de les trajectòries de vol, les
dues úniques variables a determinar en la resolució d’etapa són el temps de vol i el
combustible consumit.
Per calcular el temps de vol en l’etapa s’han de tenir en compte les imposicions
donades per la discretització, per tant, dintre de l’etapa la trajectòria per l’espai
és rectilínia i el Mach varia linealment d’una frontera d’etapa a l’altre. Aquestes
imposicions fan que el càlcul del temps de vol en l’etapa sigui extremadament senzill,
ja que de fet, es tracta d’un problema cinemàtic pur.
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Tot el contrari passa pel càlcul del combustible consumit. Aquest depèn de diver-
sos paràmetres: la velocitat aerodinàmica, l’altitud de vol i l’empenta (o la potència,
si es tracta d’un turbohèlix) que desenvolupen els motors. La velocitat i l’altitud de
vol són coneguts al principi de l’etapa, però per obtenir l’empenta s’ha de recórrer a
les equacions de la dinàmica. Això vol dir que s’han de conèixer totes les forces que
actuen sobre l’aeronau, la qual cosa implica plantejar l’equilibri de forces i resoldre
el sistema. Un cop s’ha resolt i s’ha trobat el valor de l’empenta en l’instant donat,
es determina el consum de combustible a l’etapa.
7.2 Consideracions per al plantejament del problema
Com s’ha comentat anteriorment, l’objectiu d’aquest estudi no és desenvolupar un
programa optimitzador per ús comercial, sinó una versió simplificada per comprovar
la utilitat del mètode. Amb aquesta idea, es consideren les simplificacions següents
pel plantejament del marc físic del problema:
• Vol rectilini en el pla vertical.
• Distribució de velocitats lineal.
• Atmosfera estàndard ISA.
• Atmosfera en calma (velocitat del vent nul•la i sense ràfegues).
• Els girs s’efectuen de manera instantània.
L’algoritme estableix que s’ha de resoldre el problema etapa per etapa. D’acord
amb això, el plantejament del problema es defineix de la manera següent.
Al estar determinada l’entrada a l’etapa (vector de dades d’entrada) i la sortida
de la mateixa (vector de decisió), els següents paràmetres estan ja determinats:
• Altitud a l’entrada de l’etapa (h1).
• Altitud a la sortida de l’etapa (h2).
• Mach a l’entrada de l’etapa (M1).
• Mach a la sortida de l’etapa (M2).
• Pes inicial de l’avió (W1).
A més a més, la distribució de velocitats és lineal dintre de l’etapa. Això implica
que el número de Mach variarà linealment dintre de l’etapa, des del valor del Mach
d’entrada M1 fins al valor del Mach de sortida M2.
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7.3 Model d’aeronau
Per poder resoldre el problema, es necessita conèixer les característiques de l’ae-
ronau. Concretament es necessiten els 3 elements següents:
• Model aerodinàmic.
• Model de la planta propulsora.
• Envoltant de vol (flight envelope).
El model de l’aeronau utilitzat en aquest estudi es pot veure a l’Apèndix C.
7.4 Càlcul del temps de vol d’etapa
El temps de vol total és el temps que triga l’aeronau en anar des de l’aeroport
d’origen fins el destí. Segons el mètode d’optimització dinàmica establert, la trajec-
tòria de vol es divideix en diverses etapes. Així doncs, es defineix el temps de vol
d’etapa com el temps que triga l’avió en anar d’una frontera a l’altre de l’etapa.
Pel càlcul del temps de vol d’etapa s’ha de tenir en compte:
• Distància entre l’entrada (x1) i la sortida (x2) de l’etapa.
• Velocitat a l’entrada (v1) i a la sortida (v2) de l’etapa.
• Altitud a l’entrada (h1) i a la sortida (h2) de l’etapa.
A continuació es derivarà l’expressió del temps de vol d’etapa. Per fer-ho, primer
de tot s’estableix com a sistema de referència els eixos Terra (per veure una descripció
detallada de tots els eixos utilitzats, veure Apèndix A), amb l’eix x com a direcció
longitudinal i l’eix z com a direcció vertical.
L’angle de seient ϕ de la velocitat serà:
ϕ = arctan h2 − h1
x2 − x1 (15)
El vector velocitat de l’aeronau en qualsevol punt de la trajectòria és V(x). Es
defineix doncs la velocitat en la direcció longitudinal com la projecció del mòdul del
vector velocitat sobre l’eix x. Definint el mòdul com V (x), la velocitat horitzontal
és:
Vhor(x) = V (x) cosϕ (16)
Tenint en compte que en el cas en estudi es considera un vol rectilini amb una
distribució de velocitats lineal, l’expressió del mòdul de la velocitat per qualsevol
punt de l’etapa és:
V (x) = V2 − V1
x2 − x1 (x− x1) + V1 (17)
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Com que la velocitat horitzontal també pot expresar-se com la derivada temporal
de la posició Vhor(x) = x˙ = dx/dt , es pot aïllar el diferencial de temps:
dt = dx
V (x) cosϕ (18)
Integrant des de l’inici de l’etapa x1 fins a un valor x arbitrari dintre de l’etapa,
i considerant l’inici de l’etapa com t = 0, s’obté:∫ t
0
dt =
∫ x
x1
dx
V (x) cosϕ (19)
Introduint l’expressió del mòdul de la velocitat definit a l’equació (17):∫ t
0
dt = 1cosϕ
∫ x
x1
dx
V2−V1
x2−x1 (x2 − x1) + V1
(20)
Integrant:
t = 1cosϕ
x2 − x1
V2 − V1
∫ x
x1
dx
x+
(
x2−x1
V2−V1V1 − x1
) =
= 1cosϕ
x2 − x1
V2 − V1
[
ln
(
x+
(
x2 − x1
V2 − V1V1 − x1
))]x
x1
(21)
Operant l’expressió i tenint en compte que el temps d’etapa s’obté per x = x2
s’obté:
t = 1cosϕ
x2 − x1
V2 − V1 ln
(
V2
V1
)
(22)
Com pot observar-se, l’expressió anterior presenta una indeterminació en el cas que
V2 = V1. Quan es dóna aquest cas, s’ha de tornar a integrar el temps però aquest
cop considerant el mòdul de la velocitat com una constant, això és, V (x) = V1.
D’aquesta forma: ∫ 0
t
dt = 1cosϕ
∫ x
x2
dx
V1
= 1cosϕ
x2 − x1
V1
(23)
Per tant, l’expressió final del temps d’etapa serà:
t =
{ 1
cosϕ
x2−x1
V2−V1 ln
(
V2
V1
)
si V1 6= V2
1
cosϕ
x2−x1
V1
si V1 = V2
(24)
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7.5 Càlcul del combustible consumit
7.5.1 Consideracions generals
El càlcul del combustible consumit és molt més complex que el càlcul del temps
d’etapa, doncs s’ha d’entrar en la dinàmica del problema de les trajectòries de vol,
que està regida per unes equacions molt més complexes. El combustible consumit
en cada instant depèn dels següents factors:
• Altitud.
• Condicions atmosfèriques (direcció i intensitat del vent).
• Règim de vol (Mach).
• Empenta desenvolupada.
En el cas en estudi el vent es considera en calma, per tant el mòdul de la velo-
citat del vent és nul i no es produeixen ràfegues. L’altitud i el Mach són coneguts,
doncs són valors del vector de dades d’entrada de l’etapa. Per tant, per obtenir el
combustible consumit en cada instant s’ha de determinar l’empenta desenvolupada
per la planta motora.
No obstant, trobar una expressió vàlida de l’empenta en funció de la distribució de
velocitats al llarg de la trajectòria és extremadament complicat. La planta motora
en aviació comercial consisteix en diversos motors a reacció, i al haver-hi tantes
funcions involucrades d’àmbits tant diversos, que en la majoria de casos utilitzen
models empírics tabulats, el tractament del problema a través de la resolució de les
equacions del motor queda descartat.
Degut a això, el problema ha de ser enfocat des d’un punt de vista diferent al de
mirar de resoldre el sistema “motor a reacció”. L’enfocament més adequat per fer-ho
és el de les actuacions de punt. Les actuacions de punt són actuacions en les que
es pot considerar que el pes s’ha mantingut constant durant tota l’actuació. Això
implica que les actuacions són d’una duració suficientment limitada.
Aquest tipus d’ actuacions són abordables matemàticament. Consisteixen en un
sistema d’equacions algebraiques no lineals, regit per relacions cinemàtiques i di-
nàmiques. En el problema en estudi s’han de trobar les forces que actuen sobre
l’aeronau a partir d’una trajectòria ja determinada; aquest tipus de problema usu-
alment s’anomena problema invers.
Les actuacions de punt, no obstant, tenen l’inconvenient que no poden considerar
la variació del pes. Per resoldre aquesta problemàtica, el que es fa és dividir l’etapa
a resoldre en trams més petits i resoldre el sistema en cadascun d’ells. D’aquesta
manera, es poden resoldre les actuacions de punt alhora que es calcula el consum a
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cada tram. A continuació s’entra en detall a descriure el procediment dut a terme
per obtenir les forces que actuen sobre l’aeronau.
7.5.2 Equacions del sistema
Les equacions que regeixen el problema s’obtenen del principi de conservació de la
quantitat de moviment. Per aplicar aquest principi s’ha d’escollir el sistema d’eixos
en el qual plantejar-lo. Usualment s’utilitzen els eixos vent, ja que són els més útils
per expressar les forces de sustentació i resistència. Així doncs, s’utilitzaran els eixos
vent per plantejar el sistema d’equacions. En la Figura 21 s’especifiquen les forces
que actuen sobre l’aeronau: L és la sustentació, D la resistència aerodinàmica, W el
pes i T l’empenta. V és la velocitat aerodinàmica i g és l’acceleració de la gravetat.
En quan als angles, α, θ, γ i ε són l’angle d’atac de l’avió, l’angle d’atac de l’empenta,
el de seient de l’avió, el de seient de la velocitat, respectivament. No hi ha forces
laterals perquè en aquest estudi es suposa vol rectilini en el pla vertical.
Figura 21: Diagrama de forces esquematitzat d’una aeronau.
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L’aplicació del principi de conservació de la quantitat de moviment en els eixos
vent resulta en el següent sistema d’equacions:
T cos ε cos ν −D −W sin γ − Wg V˙ = 0
−T sin ε− L+W cos γ cosµ+ Wg V (γ˙ cosµ− χ˙ cos γ sinµ) = 0
}
(25)
Per informació detallada sobre l’obtenció del sistema d’equacions anterior, con-
sultar [22].
No es planteja l’estudi de moments perquè s’ha suposat que els girs s’efectuen de
manera instantània. Aquesta suposició és fidedigne ja que els viratges que realitza
una aeronau són pocs i no afecten de manera apreciable el consum de combustible.
El sistema plantejat per les equacions (25) és el sistema a resoldre. D’aquest
sistema s’obtindrà l’empenta, que és el que després permetrà trobar el consum de
combustible. Les incògnites són la sustentació (L), la resistència aerodinàmica (D) i
l’empenta (T ), ja que la derivada temporal de la velocitat aerodinàmica (V˙ ) i l’angle
de seient de la velocitat (γ) es poden definir a partir de la distribució de velocitats.
Es tenen per tant tres incògnites i dues equacions, de manera que és necessària
una equació més per poder resoldre el sistema. Aquesta s’obté de les definicions de la
sustentació i la resistència aerodinàmica, que alhora depenen del model aerodinàmic
de l’aeronau.
L = 12ρV
2SCL (26)
D = 12ρV
2SCD (27)
On CL i CD són funció de:
CL = CL(α,M) (28)
CD = CD(CL,M) (29)
Aquestes funcions són el model aerodinàmic de l’aeronau. Per tant, és necessa-
ri conèixer el seu comportament, ja sigui amb funcions analítiques o amb taules
numèriques.
Així doncs, s’han afegit quatre equacions i tres variables (α,CL, CD) al sistema
anterior, de manera que es tenen en total 6 equacions i 6 incògnites, i es pot resoldre
el sistema. Com es comentarà més endavant, el sistema no es resol per l’etapa
sencera, sinó que es divideix l’etapa en trams i es resol el sistema a cada tram.
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7.5.3 Resolució del sistema d’equacions
Com s’ha comentat amb anterioritat, els valors de la derivada temporal de la
velocitat aerodinàmica (V˙ ) i de l’angle de seient de la velocitat (γ) no són incògnites
del problema ja que s’obtenen a partir de la distribució de velocitats. No obstant,
el procediment per obtenir-los no és immediat i requereix de diverses operacions,
algunes d’una certa complexitat. Amb objecte de centrar-se en la resolució del
sistema d’equacions i per evitar complicar la comprensió d’aquesta, el procediment
per obtenir V , V˙ i γ es detalla a l’Apèndix B. Les expressions finals són:
γ = arctan
(
− z˙
x˙
)
(30)
V = x˙ cos γ − z˙ sin γ (31)
V˙ = x¨ cos γ − z¨ sin γ (32)
On x˙, z˙ són les projeccions de l’expressió de la velocitat V (x) (definida per l’equa-
ció (17)) en cadascun dels eixos.
Conegudes aquestes variables, ja es pot passar a resoldre el sistema format pel
sistema d’equacions (25). Al ser un sistema no lineal, pot resoldre’s mitjançant
mètodes numèrics o resoldre’s mitjançant expressions analítiques però aplicant una
sèrie de simplificacions. Per tal d’emfatitzar en el comportament físic de l’aeronau,
en aquest estudi es durà a terme la segona opció.
El balanç de forces en l’eix zw té la forma següent:
−T sin ε− L+W cos γ = 0 (33)
Tenint en compte que l’angle d’atac de l’empenta sol ser molt petit, i que l’empenta
és un ordre de magnitud inferior a la sustentació en un avió comercial, es pot suposar
que T sin ε L. Per tant, el balanç vertical de forces quedarà com segueix:
L = W cos γ (34)
Com que el pes i l’angle de seient és conegut, amb l’equació anterior es dedueix
el valor de la sustentació i, per tant, també el valor del coeficient de sustentació CL
(per la propia definició del coeficient (26)).
El valor del coeficient de sustentació és d’especial rellevància ja que a partir d’a-
quest es dedueixen l’angle d’atac α i el coeficient de resistència aerodinàmica CD.
Per a l’obtenció d’aquests també es necessita el número de Mach, conegut de la
distribució de velocitats en l’etapa.
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Així doncs, a partir del model aerodinàmic de l’aeronau, equacions (28) i (29),
s’obté α i el CD.
Conegut el valor del CD, l’obtenció de la resistència aerodinàmica D és immediata
a partir de a definició del coeficient de resistència, equació (27). Finalment, un cop
es coneix la resistència aerodinàmica, l’empenta T s’obté a partir del balanç de forces
en l’eix xw:
T cos ε−D −W
(
sin γ − 1
g
V˙
)
= 0 (35)
Aïllant l’empenta:
T = 1cos ε
(
D +W
(
sin γ − 1
g
V˙
))
= 0 (36)
Així doncs, l’expressió anterior és la que estableix el valor de l’empenta. Arribat
aquest punt, s’han obtingut totes les forces necessàries per fer el càlcul del combus-
tible, que es detallarà a continuació.
No obstant, cal fer un últim aclariment sobre el resultat. Si es dóna el cas d’un
resultat fora de la realitat (per exemple, un valor de l’empenta superior a la màxima
empenta que pot desenvolupar la planta motora), el que estarà passant és simplement
que la combinació del vector dades d’entrada i de decisió no són possibles. Això
estarà considerat per les restriccions introduïdes a l’algoritme, que consideraran
aquest resultat fora de la regió factible i, per tant, es descartarà aquesta combinació.
7.5.4 Obtenció del combustible consumit
El càlcul del combustible consumit es calcula a partir de la definició del consum
específic. Un cop s’ha resolt el sistema d’equacions que regeixen les trajectòries de
vol i es coneix l’empenta a desenvolupar, ja es pot calcular el combustible consumit.
La definició de consum específic per un turbofan és:
cJ(T,M, h) = − 1
T
dW
dx (37)
La funció cJ(T,M, h) és el model de la planta propulsora de l’aeronau, així que el
seu valor és conegut i s’obté del model proveït pel fabricant. Si la planta propulsora
en comptes d’un turbofan fos un motor alternatiu amb hèlix, el consum específic
s’anomenaria cP i seria funció de la potència, no de l’empenta, amb la qual cosa
s’haurien de replantejar certs termes de les equacions aquí exposades per posar-los
en funció de la potència.
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Com s’ha establert a l’apartat 7.5.1, es divideix l’etapa en trams més petits en els
que es pugui considerar que la variació del pes ha sigut petita. D’aquesta manera,
es pot utilitzar la definició de consum específic (equació (37)) i es poden aplicar les
actuacions de punt en el punt mig del tram, utilitzant l’empenta resultant per trobar
el combustible consumit en el tram.
Reordenant els termes de la definició de consum específic:
dW = −TcJdt (38)
Tenint en compte la definició de velocitat horitzontal, el diferencial de temps serà:
x˙ = dxdt ⇒ dt =
dx
x˙
Per tant, finalment l’expressió del diferencial de pes queda com:
dW = −T cJdtdx (39)
Integrant l’expressió anterior considerant el valor del consum específic com el que
es dóna al centre del tram, s’obté:∫ Wti+1
Wti
dW = −T cJ
x˙
∫ xti+1
xti
dx (40)
Resultant en:
Wti −Wti+1 = T
cJ
x˙
(xti+1 − xti) (41)
Passant el resultat de pes a massa:
mft = T
cJ
gx˙
∆xt (42)
Aquest és el combustible consumit al tram. Un cop s’ha obtingut, es resta el seu
valor al pes de l’aeronau i es pot passar a calcular el tram següent. Es continua
aquest procediment fins a completar els nt trams de l’etapa.
La suma de les masses obtingudes a cada tram, dóna el combustible consumit a
l’etapa.
nt∑
k=1
mfk (43)
El número de trams per etapa s’ha de decidir amb l’objectiu d’aconseguir un
compromís entre la precisió que es vulgui obtenir i el temps de càlcul.
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8 Implementació de l’algoritme en Fortran
En aquest apartat s’explicarà com s’ha implementat l’algoritme del mètode d’op-
timització dinàmica en una programa informàtic programat en llenguatge Fortran.
Amb això es pretén comprovar la validesa i la fiabilitat de l’algoritme a l’hora de
resoldre el problema de les trajectòries de vol.
Com s’ha comentat en apartats anteriors, l’objectiu d’aquest programa és imple-
mentar un problema simplificat de trajectòries de vol per poder comprovar que els
desenvolupaments fets al llarg de l’estudi són coherents. Per poder obtenir resultats
és necessari introduir al programa un model d’aeronau que tingui un comportament
similar al d’una aeronau real. El model d’aeronau s’explica en detall a l’Apèndix
C, i està constituït pel model aerodinàmic, el model de la planta propulsora, les
característiques geomètriques, les limitacions màssiques i l’envoltant de vol.
A continuació s’explica en detall les diferents subrutines que conformen el progra-
ma complet.
8.1 Programes principals
trajectory_optimisation.f90
Aquest és el programa principal. La seva funció és llegir les dades d’entrada,
executar el bucle d’iteracions de l’algoritme general i emmagatzemar els resultats
finals.
Primer de tot es llegeixen les dades d’entrada de la discretització. Amb aquestes es
crea la malla segons el número d’etapes establertes, així com el número de divisions
en altitud i en Mach. Un cop es tenen les dades de la malla, ja es pot passar al bucle
de càlcul.
El bucle de càlcul itera cada cop una etapa. El primer que es fa dintre d’aquest
és definir els vectors de dades d’entrada i decisió de l’etapa, i es creen a més els
vectors contenidors de la trajectòria i del valor de la funció objectiu associat a cada
trajectòria. Un cop això ha sigut realitzat, es crida consecutivament a les subrutines
solve_step, concatenate_paths i delete_nonoptimum_paths. Un cop s’han resolt
totes les etapes i s’ha sortit del bucle, la trajectòria obtinguda és la òptima.
La última part del programa és l’emmagatzematge de les dades de la trajectòria
final en un fitxer extern de valors separats per comes.
solve_step.f90
Aquesta subrutina rep de trajectory_optimisation els vectors de dades d’entrada
i de decisió, realitza les operacions necessàries per resoldre totes les combinacions
entre els elements d’aquests i retorna el vector de dades de sortida.
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Es realitzen dos bucles, un dintre de l’altre, com correspon a l’algoritme de resolu-
ció d’etapa. El primer bucle recorre tots els elements del vector de dades d’entrada.
El segon està dintre del primer, i recorre tots els elements del vector de decisió.
D’aquesta manera, es cobreixen totes les combinacions possibles entre els elements
dels dos vectors.
Dintre del segon bucle es troba el càlcul del temps de vol, el del combustible
consumit i el del valor de la funció objectiu. El càlcul del temps de vol es realitza
a través de la funció get_flight_time i el càlcul del combustible consumit a través
de la funció get_fuel_weight. Per últim, el càlcul del valor de la funció objectiu és
immediat un cop es coneixen el temps i el combustible consumit a l’etapa.
Si durant l’execució del bucle s’obté algun resultat que no compleix les restriccions
imposades (ja siguin del model aerodinàmic, del de la planta propulsora o altres),
la combinació de vector de dades d’entrada i vector de decisió es descartarà. Per
fer-ho, se li assigna a la funció objectiu un valor extremadament elevat, de forma
que la combinació calculada es descartarà en el procés d’eliminació de trajectòries
no òptimes de la subrutina delete_nonoptimum_paths.
concatenate_paths.f90
En aquesta subrutina s’uneixen resultats de la resolució d’etapa amb els resultats
de les etapes anteriors, que estan emmagatzemats en els vectors contenidors del
programa principal.
Es desenvolupen doncs tres bucles l’un dins de l’altre: el primer recorre els ele-
ments del vector de dades d’entrada, el segon recorre els elements del vector de
decisió, i el tercer recorre els elements del vector provinent del programa principal
que conté la trajectòria de totes les etapes anteriors. Per tant, es combinen totes
les combinacions possibles amb les rutes anteriors, al igual que el valor de la funció
de la funció objectiu es suma al vector provinent del programa principal. D’aquesta
forma al sortir de la subrutina es tenen els dos vectors contenidors de les trajectòria
intermèdies i del valor associat de la funció objectiu actualitzats.
delete_nonoptimum_paths.f90
Per últim, en aquesta subrutina és en la que es descarten totes les trajectòries
intermèdies que no són òptimes. La subrutina rep del programa principal els dos
vectors ja comentats que són contenidors de les trajectòria intermèdies i del valor
associat de la funció objectiu actualitzats, i retorna aquests mateixos vectors sense
les trajectòries intermèdies no òptimes.
Per fer-ho utilitza dos bucles, l’un dintre de l’altre. Els dos recorren el vector
contenidor de les trajectòries intermèdies, i es van comparant les trajectòries que
conflueixen en un mateix element per descartar la que tingui el valor de la funció
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objectiu més gran. D’aquesta forma, al acabar la subrutina només queden a cada
element les trajectòries amb el valor mínim de la funció objectiu.
Al arribar a l’última etapa, en la que només hi ha un element (imposat per la
restricció corresponent a l’aeroport d’origen), es compararan els valors totes les
trajectòries intermèdies que conflueixen per descartar les que tinguin el valor de la
funció objectiu més gran, de manera que al final només quedarà una trajectòria, que
serà la òptima.
8.2 Funcions
get_flight_time.f90
Aquesta funció és l’encarregada de calcular el temps que es triga en recórrer una
etapa de principi a fi. És cridada dintre de la subrutina solve_step, i rep d’aquesta
la posició en l’eix x, l’altitud i el valor de les velocitats a l’inici i al final de l’etapa.
Amb aquests paràmetres, calcula el temps en recórrer l’etapa d’acord amb el que
s’ha explicat a l’apartat 7.4.
get_fuel_weight.f90
Dintre d’aquesta funció es realitza tot el càlcul i resolució de les equacions físiques
del problema. És cridada dintre de la subrutina solve_step i rep d’aquesta el pes a
l’inici de la etapa i la posició en l’eix x, l’altitud i el valor de les velocitats a l’inici i
al final de l’etapa.
Com s’ha comentat en l’apartat 7.5, l’etapa es subdivideix en trams. Així doncs,
dintre d’aquesta funció es realitza un bucle que recorre els trams d’inici a fi i va
calculant a cadascun d’aquests el combustible consumit. Aquest es va calculant a
cada tram i al final del bucle s’obté per tant el combustible consumit a tota l’etapa,
que és el que es retorna.
get_isa.f90
Aquesta funció el que fa és rebre com a paràmetre d’entrada una altitud, i retornar
el valor de la temperatura, la pressió, la densitat i la velocitat del so corresponents a
aquesta altitud. Per fer-ho, recorre a les equacions del model d’atmosfera estàndard
ISA [25].
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9 Anàlisi de resultats
Amb objecte d’avaluar el mètode d’optimització dinàmica desenvolupat al llarg
d’aquest estudi i la seva implementació en Fortran, s’analitzen dos casos particulars
d’operacions resoltes amb el programa implementat.
Les dues operacions que s’estudiaran són les de mínim cost i mínim consum. Per
poder comparar-los i treure conclusions, en els dos casos s’estudiarà la mateixa
ruta: una ruta de 1.000 km, que correspon aproximadament a la distància París-
Cophenague. S’ha escollit aquesta ruta perquè és representativa del que serà el futur
espai aeri europeu amb SESAR.
Per poder resoldre el problema es necessita un model aerodinàmic de l’aeronau i
un model de la planta motora. Pels dos casos en estudi s’ha pres com a model un
A320-232, molt típic d’aquest tipus de rutes. En l’Apèndix C s’expliquen els models
utilitzats i les característiques del A320-232.
L’aeroport d’origen estarà situat al nivell del mar, i el merging point de l’aeroport
de destí, a 1.500 m d’altitud. En ambdós casos, s’ha considerat que l’aeronau parteix
amb el màxim de combustible.
A la Taula 4 es mostra com s’han discretitzat la longitud, l’altitud i el Mach, el
rang que s’ha pres i la resolució de la discretització.
Taula 4: Discretització de la longitud, altitud i Mach utilitzada en els casos estudiats.
Variable Rang inferior Rang superior Resolució Núm. elements
Longitudinal 0 km 1.000 km 25 km 40
Altitud 0 m 12.000 m 250 m 48
Mach 0,3 0,9 0,02 4
En quant a la funció de costos, s’ha modificat lleugerament la forma indicada a
l’apartat 5.1.2 per incloure el concepte de Índex de Costos (IC), una manera molt
comú d’expressar la funció de costos en aviació. Així doncs, la funció tindrà la forma
següent:
f¯costos(FH, kgf ) = IC · FH + kgf (44)
On
IC = Ch
Cf
81
9.1 Operació de mínim cost 9 ANÀLISI DE RESULTATS
Pot comprovar-se que l’índex de costos avalua la importància relativa dels costos
relacionats amb el temps respecte els costos del combustible. Per tant, un índex de
costos igual a 0 indica un règim de mínim consum, mentre que un règim de costos
amb un valor molt elevat indica un règim de alta velocitat.
Encara que es poden elaborar models més complexes de la funció de costos, aquest
reflexa de manera raonablement bé la realitat i és útil per avaluar la validesa del
mètode utilitzat.
Pels casos d’aquest estudi, es prenen els següents valors de la funció de costos:
• Operació de mínim cost: IC = 20kN/h, valor aproximat que es tindria en
una aerolínea regular d’acord amb [29].
• Operació de mínim consum: IC = 0, ja que la funció objectiu només
considerarà el consum de combustible.
A continuació s’analitzen els resultats.
9.1 Operació de mínim cost
L’operació de mínim cost s’ha realitzat amb l’aeronau carregada amb el màxim
de combustible. La trajectòria de vol resultant es mostra en les següents figures: en
la Figura 22 es mostra l’altitud, en la Figura 23 es mostra el número de Mach, en
la Figura 24 es mostra el consum instantani i en la Figura 25 es mostra el consum
de combustible acumulat. Totes les variables es mostren en funció de la distància
longitudinal a l’aeroport d’origen. A continuació s’interpretarà cada gràfic en detall.
Començant per la corba d’altituds (Figura 22), s’observen diverses etapes clara-
ment diferenciades: ascens, creuer a altitud constant i descens. Dintre de la etapa
d’ascens, pot observar-se un primer moment on hi ha un ascens menys destacat.
Just després d’aquest instant inicial, hi ha un tram on s’ascendeix de forma bastant
pronunciada, i a continuació, a partir dels 6.500 m d’altitud, la trajectòria adquireix
una forma aproximadament parabòlica fins arribar a la fase de creuer. La fase de
creuer es desenvolupa a 11.500 m d’altitud, i es manté de forma constant a aquesta
durant 275 km. Després del creuer s’inicia la fase de descens, que es desenvolupa en
una trajectòria pràcticament rectilínia fins arribar al merging point de l’aeroport de
destí. Els motius pels que la trajectòria té aquesta forma es comenten més endavant.
En quant a la corba del Mach (Figura 23), s’observa una acceleració molt pro-
nunciada des del valor inicial de M = 0, 3 fins al valor de M = 0, 64 al final de la
primera etapa, per després suavitzar-se fins arribar a un valor més o menys constant
de 0, 8. Aquest valor es manté tant en la fase de creuer com en una part important
de l’ascens i una petita part del descens. Per últim, a la fase final del descens, el
valor del Mach va caient fins arribar als 0, 4 establerts per passar pel merging point
de l’aeroport de destí.
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Així doncs, després d’analitzar la forma de la corba del Mach, es pot donar ex-
plicació al comportament observat a l’inici de la corba d’altures. En primer lloc,
l’ascens inicial que té un pendent menys pronunciat és degut a que l’energia que
consumeix l’avió l’està utilitzant en més mesura per accelerar que per l’ascens. Un
cop s’ha arribat a un valor elevat del Mach (∼ 0, 65), es donen les condicions per
guanyar altitud a un règim d’ascens més elevat, com passa a partir de la segona
etapa. Cal mencionar que amb un refinament més acurat d’aquesta primera fase,
es podria analitzar millor el seu comportament, encara que a grans trets el resultat
obtingut és útil per obtenir una idea aproximada.
Passant al consum instantani (Figura 24), el primer que s’ha de destacar és que
aquesta variable no es dóna a les fronteres d’etapa com la resta de variables, sinó
que es dóna com un promig del consum a cada etapa. Per aquest motiu els punts
del gràfic estan al centre de les etapes. S’observa un consum instantani molt elevat
a l’inici del vol. Això és lògic tenint en compte que és l’etapa on l’ascens és més
pronunciat. A partir d’aquest punt, el consum es redueix progressivament durant
la resta de la fase d’ascens i de creuer, fins que comença el descens, moment en el
que el consum instantani cau fins a un valor molt reduït que es manté, encara que
en la part final del descens repunta una mica, degut a l’augment de la resistència
aerodinàmica que es produeix per la major densitat de la part baixa de l’atmosfera.
El combustible consumit (Figura 25) segueix un ascens pràcticament logarítmic.
El consum més pronunciat de combustible es dóna a l’ascens, especialment a l’inici
d’aquest, en concordança amb el comportament del consum instantani. Després
d’aquest, la corba redueix el pendent a mesura que transcorre la fase de creuer. Al
iniciar el descens, es produeix un canvi del pendent que es veu reduït de forma molt
important, la qual cosa és congruent també amb la corba del consum instantani.
Finalment, el consum repunta una mica pel mateix motiu comentat en la figura
anterior.
La operació s’ha dut a terme en un temps de 6328 segons, que és 1h 45min 28s.
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Figura 22: Altitud en l’operació de mínim cost.
Figura 23: Número de Mach en l’operació de mínim cost.
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Figura 24: Consum instantani en l’operació de mínim cost.
Figura 25: Consum acumulat en l’operació de mínim cost.
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9.2 Operació de mínim consum
Degut a la gran similitud en la forma general de les dues trajectòries, es comen-
tarà l’operació de mínim consum fent directament la comparativa amb l’operació de
mínim cost per treure conclusions simultàniament de l’operació de mínim consum i
de la comparativa amb l’operació de mínim cost.
En la Figura 26 es mostren les altures a cada instant, en la Figura 27 el número de
Mach de les dues operacions, en la Figura 28 es comparen els consums instantanis i
en la Figura 29 els consums de combustible acumulats.
A la Figura 26 es pot comprovar que l’instant inicial de l’ascens és molt similar
en els dos tipus d’operacions, però a partir de la segona etapa, el vol de mínim
consum ascendeix més ràpidament que el de mínim cost. A partir dels 200 km des
de l’origen però, deixa de pujar a més ritme i s’iguala amb el de mínim cost, estant
fins i tot lleugerament per sota, fins arribar al creuer que es desenvolupa exactament
a la mateixa altitud en els dos casos. Per últim, en l’operació de mínim consum el
descens s’inicia abans que en l’operació de mínim cost, però es duu a terme amb un
pendent menys pronunciat, de manera que en la part final del descens, el vol a mínim
cost passa a estar per sota en altitud del de mínim consum. Com en l’anàlisi anterior,
els motius pels que la trajectòria té aquesta forma es comenten més endavant.
La distribució de la velocitat en l’operació de mínim consum (Figura 27) té una
forma que sí es diferencia bastant de la de mínim cost, sobretot en la primera part de
l’ascens i en el descens. En l’instant inicial es produeix una acceleració pronunciada,
molt similar a la de l’operació de mínim cost, però just després aquesta acceleració es
veu truncada, i passa a una lleugera desacceleració que es dóna al mateix temps que
s’està produint l’ascens més pronunciat. Per tant, en l’operació de mínim consum
es produeix un ascens més pronunciat que en la de mínim cost perquè es dedica més
potència a l’ascens que a l’augment de la velocitat. Després, a partir dels 75 km des
de l’origen, es va augmentant el número de Mach fins arribar a Mach 0, 8, valor de
creuer. Per últim, en la fase de descens el Mach es redueix de forma aproximadament
lineal des del valor de creuer fins el valor final.
El consum instantani de combustible en l’operació de mínim consum (Figura 28)
és molt similar al que s’observa en l’operació de mínim cost. Un inici d’ascens
amb un gran consum, que es redueix progressivament fins el creuer, per després
caure notablement en el descens, amb un lleuger repunt al final; comportament
pràcticament calcat al de l’operació de mínim cost, però amb la particularitat que
en totes les fases del vol, en el vol de mínim consum es té un valor absolut inferior
al del mínim cost. Això és totalment raonable i congruent amb el tipus d’operació,
doncs en l’operació de mínim consum el que regeix el vol és consumir el mínim
possible, mentre que en l’operació de mínim cost el que marca la ruta és tenir els
mínims costos, en els quals el consum de combustible té una gran importància, però
no és la única variable a considerar.
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Com pot observar-se, la corba del combustible consumit en l’operació de mínim
consum (Figura 29) és gairebé idèntica a la del combustible consumit en la de mínim
cost, però sempre estant per sota d’aquesta, de manera que el consum acumulat quan
s’arriba al final de la trajectòria és inferior en la de mínim consum. Això concorda
amb el comportament esperat, doncs la trajectòria de la operació de mínim consum
ha de ser la que menys combustible consumeixi de totes les possibles corbes.
L’operació de mínim consum s’ha realitzat en 7325 segons, que són 2h 2min 5s.
La de mínim cost, com s’ha comentat abans, s’ha realitzat en 1h 45min 28s. Així
doncs, l’operació de mínim cost s’ha efectuat en menys temps que la de mínim
consum. Això era d’esperar, doncs en la operació de mínim cost es minimitza la
funció de costos, que té en compte el temps com a variable per a calcular els costos,
i per tant quant més temps s’està en vol, més augmenten els costos de la operació.
Aquests temps de vol també confirmen que els resultats obtinguts són coherents
amb la realitat, doncs un vol comercial actual París-Copenhaguen té una duració
aproximada de 1h 55min.
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Figura 26: Altitud en l’operació de mínim consum. En línia discontinua, altitud en
mínim cost.
Figura 27: Número de Mach en l’operació de mínim consum. En línia discontinua,
Mach en mínim cost.
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Figura 28: Consum instantani en l’operació de mínim consum. En línia discontinua,
consum instantani en mínim cost.
Figura 29: Consum acumulat en l’operació de mínim consum. En línia discontinua,
consum acumulat en mínim cost.
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10 Impacte ambiental
Aquest estudi s’ha realitzat principalment amb l’ús d’un ordinador i altres suports
com poden ser fulls o llibretes. Així doncs, l’impacte directe del projecte és el consum
elèctric requerit per l’ús de l’ordinador i el paper consumit. Al ser aquestes activitats
comuns en la rutina de qualsevol estudiant, no es pot concloure un impacte ambiental
directe del desenvolupament d’aquest estudi.
No obstant, l’impacte ambiental derivat de l’aplicació del que aquí s’ha estudiat sí
que té conseqüències ambientals. Tant la implementació del programa SESAR com
de la optimització de trajectòries suposen una reducció de la contaminació derivada
del consum de combustible.
10.1 Impacte del programa SESAR
Relatiu a SESAR, els estudis duts a terme sobre l’impacte ambiental de la seva
aplicació són molts i molt amplis. De fet, la reducció de l’impacte ambiental ha sigut
un dels criteris principals considerats durant el desenvolupament del programa.
SESAR ha estudiat l’impacte ambiental dels diferents actors que prenen part en
el transcurs d’un vol d’aviació comercial per poder prendre les accions adequades
per reduir aquest impacte.
Aeroports
La meitat de les emissions produïdes als aeroports i els seus voltants són degudes a
les pròpies aeronaus [11]. L’aplicació de SESAR inclou millores en les operacions de
taxi dels avions dintre dels aeroports, així com una major integració dels operadors
de l’aeroport amb els operadors de l’aerolínea per millorar l’eficiència general de
l’operació dels avions en l’aeroport.
Fase d’ascens i descens
Actualment, degut a la densitat de tràfic aeri en els aeroports més importants i
a les limitacions del sistema de l’ATM, durant les fases d’ascens i de descens s’han
hagut d’establir una sèrie de compromisos entre l’assignació de les aeronaus a certes
rutes i nivells de vol per mantenir-les separades les unes de les altres. Aquests
compromisos acaben significant que l’aeronau ha de fer l’ascens i el descens per
nivells de vol, mantenint-se un cert temps en aquests per poder continuar ascendint
o descendint. Aquesta manera d’efectuar l’ascens és poc eficient i té un gran impacte
ambiental, doncs és en al fase d’ascens en la que més combustible es consumeix, a
més a més dels problemes de soroll a les rodalies dels aeroports que es donen en
aquesta fase. L’aplicació de SESAR permetrà que la fase d’ascens s’efectuï sense
totes aquestes restriccions que fan que l’ascens s’hagi d’efectuar per esgraons, i
permetrà que cada operador efectuï la trajectòria que consideri més òptima. Això
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aplicat a tots els aeroports europeus tindrà un impacte molt positiu en el medi
ambient en termes d’emissions.
Creuer
La major llibertat de moviment en l’espai aeri que suposa l’aplicació de SESAR a
través del concepte de trajectòria 4D obre un camp molt ampli per a treballar amb
la optimització de trajectòries. La manera més ràpida de reduir les emissions és a
través de millores en l’ATM que permetin realitzar rutes de vol més òptimes, d’acord
amb [13]. Així doncs, està previst que les millores en l’ATM que suposarà l’aplicació
de SESAR juntament amb la optimització de rutes permeti reduir les emissions de
CO2 en 50 milions de tones entre l’any 2008 i 2020. [14]
L’aplicació de SESAR es durà a terme en diverses etapes. De l’aplicació de la
primera etapa, prevista per completar-se l’any 2025, s’estima una reducció en l’im-
pacte ambiental per vol del 2.8% [14]. A llarg termini, un cop s’hagi implementat
completament SESAR i el cel únic europeu, es preveu una reducció de l’impacte
ambiental per vol del 10%. [16]. Això suposa una reducció de les emissions de CO2
de 18 milions de tones anuals [17]
10.2 Impacte de la optimització de trajectòries de vol
L’impacte ambiental de la optimització de trajectòries de vol dutes a terme en
aquest estudi està estretament lligat amb l’impacte del programa SESAR, doncs la
optimització s’efectua considerant les restriccions que aquest imposarà en l’espai aeri
i per tant no es poden deslligar l’un de l’altre.
No obstant, el mètode desenvolupat en aquest estudi té potencial d’aplicació co-
mercial per part de les aerolínies. Al poder escollir el criteri amb el que es vol
optimitzar la trajectòria a través de la funció objectiu, seria la pròpia aerolínea la
que decidiria el criteri amb el que optimitzar les trajectòries. En el marc actual
d’economia de mercat, generalment es segueixen criteris econòmics abans que am-
bientals, per tant la funció a optimitzar que utilitzarà generalment una aerolínea
serà la funció de costos. Això no obstant té un impacte indirecte positiu en el medi
ambient, doncs degut als elevats preus dels combustibles, per optimitzar costos s’ha
de reduir el consum, el que és equivalent a reduir les emissions contaminants.
Tenint en compte que les principals emissions contaminants d’un motor a reacció
modern són el diòxid de carboni i els òxids de nitrogen, ambdós gasos d’efecte
hivernacle i que per tant contribueixen a l’escalfament global, entre d’altres, es pot
concloure que l’impacte ambiental de l’optimització de trajectòries és positiu ja que
redueix l’emissió d’aquests contaminants.
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L’estudi ha consistit en una primera part de recerca i investigació (tant del present
i futur de l’espai aeri com dels mètodes d’optimització existents) i una segona part
de desenvolupament i implementació d’un programa d’optimització de trajectòries
de vol. El pressupost està compost per les hores treballades, l’equipament utilitzat
i les llicències del software utilitzat.
• Hores treballades: el projecte ha tingut una duració de 14 mesos, dels quals
6 mesos s’han dedicat a la primera part de recerca i investigació i 8 mesos
a la de desenvolupament i implementació del programa. S’ha necessitat d’un
enginyer aeronàutic treballant una mitjana de 4 hores diàries durant els mesos
que ha durat el projecte.
• Equipament: el projecte s’ha desenvolupat en un ordinador portàtil TOSHI-
BA Satellite A500-18Q de 5 anys d’antiguitat i amb un cost unitari de 840€.
Es considerarà el cost d’amortització com el cost de vida útil consumida (14
mesos), assumint una vida útil de 7 anys. També s’ha utilitzat paper DIN A4
d’oficina per a la impressió tant del projecte com de bibliografia relacionada.
• Llicències de software: durant el desenvolupament del projecte s’ha pro-
gramat en Fortran i Matlab, i s’ha utilitzat un full de càlcul per la gestió i
postprocessat de dades. La programació en Fortran ha requerit d’una llicència
de Microsoft Visual Studio 2010 i una de Intel Visual FORTRAN Composer
XE 2013; la programació en Matlab, d’una llicència d’estudiant; l’ús del full
de càlcul, d’una llicència Microsoft Office Excel 2010.
El pressupost considerant tots els elements es detalla a la Taula 5.
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Taula 5: Pressupost.
Concepte Cost [e/h] Hores Unitats Cost [e]
Hores treballades
Remuneració Enginyer 15 1.120 1 16.800
Equipament
Amortització TOSHIBA Satellite A500-18Q - - 1 140
Paper DIN A4 - - 500 4
Impressió de 500 folis - - 1 30
Llibreta tamany DIN A4 - - 1 6
Llicències de software
Intel Visual FORTRAN Composer XE 2013 - - 1 625
Microsoft Visual Studio 2010 Pro - - 1 535
Matlab Home License - - 1 105
Microsoft Office Excel 2010 - - 1 115
TOTAL 18.360
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En aquest estudi s’han analitzat els canvis que introdueix el programa SESAR
en les trajectòries de vol i s’ha aplicat el mètode d’optimització dinàmica per de-
terminar, dintre del marc establert per SESAR, la trajectòria òptima d’una ruta
determinada a través del desenvolupament d’un programa implementat en Fortran.
L’aplicació del programa SESAR suposa un nou paradigma en l’espai aeri europeu
i té conseqüències molt positives en els diversos àmbits d’actuació del programa. En
l’àmbit de les trajectòries de vol té unes conseqüències especialment rellevants, tant
per l’important canvi de concepció que suposa com per les possibilitats que s’obren
gràcies a l’eliminació de moltes restriccions actualment existents que delimiten molt
les possibles trajectòries per efectuar una ruta determinada.
Els canvis introduïts en la concepció de les trajectòries giren al voltant d’un nou
concepte anomenat trajectòries 4D. Aquesta nova concepció de les trajectòries, que
s’anirà introduint de manera molt gradual i en tres etapes molt llargues, en última
instància significarà que les actuacions de l’aeronau passaran a ser el centre de tot
el sistema, de manera que l’espai aeri i els seus actors (ATM, aeroports...) basaran
totes les seves tasques i operacions en les actuacions de les aeronaus. D’aquesta
manera s’eliminen moltes de les restriccions del vol que actualment existeixen i es
permet a l’aeronau efectuar una trajectòria molt més lliure en totes les fases del vol.
Aquestes noves condicions amplien molt les possibilitats d’efectuar una ruta de-
terminada de la manera que es jutgi més convenient, ja que restriccions del vol com
per exemple els ascensos i descensos esglaonats desapareixen, de manera que es pot
seguir una trajectòria que sigui més eficient o que suposi un cost menor. És aquí on
la optimització de trajectòries obre moltes possibilitats, doncs al eliminar-se restric-
cions es poden realitzar les trajectòries òptimes d’acord amb un criteri escollit, però
per fer-ho s’han de desenvolupar les eines i els mètodes necessaris per dur a terme
la optimització.
En aquest estudi s’han analitzat els diferents mètodes d’optimització existents i,
per les característiques intrínseques al problema d’optimització de les trajectòries
de vol, s’ha escollit el mètode d’optimització dinàmica com el més adequat. A
continuació s’han desenvolupat en detall els algoritmes i les equacions necessàries
per resoldre el problema, i s’han implementat en un programa de Fortran per poder
obtenir resultats i avaluar la validesa del mètode.
De l’anàlisi de resultats es conclou que el mètode és coherent amb els resultats
esperats per una trajectòria de vol de les característiques estudiades. Els valors
obtinguts del combustible consumit i el temps de vol en els casos estudiats són
de l’ordre de magnitud d’un vol d’aeronau comercial real, i el comportament de
les funcions també encaixa amb el comportament esperat. Malgrat que aquests
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resultats s’han obtingut amb un model de l’aeronau i de la planta propulsora que
no són exactes i que al llarg del procés s’han dut a terme simplificacions rellevants
que introdueixen incertesa, els resultats són coherents amb la realitat. Per tant, es
conclou que el funcionament del mètode d’optimització dinàmica és satisfactori i pot
fer-se servir per resoldre problemes d’optimització de trajectòries de vol.
Per últim, cal destacar l’optimització de trajectòries com un mètode eficaç per
reduir l’impacte ambiental de l’aviació comercial. Al ser les aerolínies empreses que
es regeixen per criteris econòmics, la reducció de l’impacte ambiental derivat de les
seves activitats no és una prioritat principal. No obstant, l’optimització de trajec-
tòries proporciona a aquestes empreses un mètode que els hi permet reduir costos
a través de trobar la trajectòria òptima, la qual cosa comporta implícitament una
reducció del consum de combustible, ja que aquest constitueix una part molt impor-
tant dels costos. Per tant, és una manera d’aconseguir que les aerolínies consumeixin
menys al mateix temps que redueixen els costos, sortint totes les parts beneficiades.
Es conclou, per tant, que l’optimització de trajectòries és un camp interessant per
treballar en un futur ambientalment més sostenible.
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13 Futurs desenvolupaments
Encara que els objectius establerts per l’estudi han sigut complerts, s’han fet una
sèrie de simplificacions i hipòtesis que poden donar lloc a futurs desenvolupaments
prenent com a base el treball ja desenvolupat durant aquest estudi. També hi ha
altres aspectes que podrien ser millorats com per exemple el temps de càlcul per
resoldre un problema. Així doncs, els següents desenvolupaments són interessants
de cara al futur:
• Implementació d’algoritmes més eficients per poder resoldre les trajectòries
més ràpidament i amb menys recursos de càlcul.
• Profundització en l’estudi de la influència del número d’elements de la discre-
tització sobre el temps de càlcul.
• Utilització de models empírics de l’aeronau i de la planta motora per aconseguir
resultats més precisos i fiables.
• Ampliació a tres dimensions, considerant la direcció transversal de l’espai.
• Utilització de models atmosfèrics que considerin l’estat real de l’atmosfera.
• Verificació del mètode a través de la realització de processos computacionals a
través de bateries de probes de les que es coneix per endavant la solució.
• Validació del mètode correlacionant els resultats obtinguts per aquest i els
obtinguts de la realització d’un vol d’aviació comercial real.
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Apèndix A: Sistemes de referència
El problema de les trajectòries de vol està regit per les equacions de la mecànica del
vol. Aquesta disciplina utilitza una sèrie de sistemes de referència específics amb la
finalitat de projectar sobre ells les forces i moments, les velocitats lineals i angulars i
les acceleracions lineals i angulars. Totes aquestes magnituds són vectorials, així que
per representar-les és necessari establir els sistemes de referència que seran utilitzats.
Els sistemes de referència utilitzats en la mecànica del vol estan formats per un
origen i un sistema d’eixos mútuament perpendiculars i que formen entre sí un triedre
a dretes. En aquest estudi s’utilitzaran tres sistemes de referència: el sistema de
referència d’eixos terra modificat, el sistema de referència d’eixos horitzó local i el
sistema de referència d’eixos vent.
Sistema d’eixos terra
El sistema d’eixos terra és un sistema topocèntric giratori amb origen a un punt
qualsevol de la superfície terrestre. L’eix ze està dirigit cap al centre de la Terra,
l’eix xe està contingut en el pla horitzontal i dirigit cap a una direcció fixa (en aquest
cas, la direcció paral•lela a la trajectòria), i l’eix ye forma un triedre a dretes amb
els dos anteriors.
Sistema d’eixos horitzó local
L’origen d’aquest sistema és el centre de masses de l’avió. Els eixos xh, yh, zh es
prenen paral•lels als eixos terra que existirien just a la projecció de l’avió sobre la
superfície de la terra.
Sistema d’eixos vent
El sistema d’eixos vent està lligat a la velocitat aerodinàmica de l’avió i el seu
origen és el centre de masses. L’eix xw està dirigit en tot instant segons el vector
velocitat aerodinàmica V de l’avió i en el seu sentit. L’eix zw està situat en el pla
de simetria, perpendicular a xw i orientat cap a baix en l’actitud normal de vol de
l’avió, i l’eix yw forma un triedre a dretes amb els dos anteriors.
Per passar un vector d’un sistema de referència a un altre, s’ha d’efectuar una
transformació de vectors. Aquesta es realitza a través d’una matriu anomenada
matriu de rotació, i existeixen diferents mètodes per trobar-la, com per exemple el
mètode dels angles d’Euler, consistent en tres rotacions successives finites donades
en un ordre específic. A continuació es detallarà el procés de transformació d’eixos
horitzó local a eixos vent.
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Figura 30: Rotació del sistema d’eixos horitzó local al sistema eixos vent. [24]
El mètode dels angles d’Euler estableix que per passar d’un sistema d’eixos a un
altre s’han d’efectuar tres rotacions en un ordre concret. Per passar del sistema
d’eixos horitzó local al sistema d’eixos terra, es comença rotant un angle ξ al voltant
de l’eix zh obtenint un sistema intermedi. Després, al voltant de l’eix y1 d’aquest
sistema intermedi s’efectua una rotació γ i s’obté un segon sistema intermedi. Per
últim, al voltant de l’eix x2 d’aquest sistema es realitza una rotació µ, i s’obté el
sistema d’eixos vent. A la Figura 30 es mostra tot aquest procés.
Cadascuna d’aquestes rotacions es descriu matemàticament amb una matriu de
rotació. Multiplicant les tres matrius de rotació, s’obté la matriu de rotació del
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sistema d’eixos horitzó local al sistema d’eixos vent, Lwh:
Lwh =
 cos γ cosχ cos γ sinχ − sin γsinµ sin γ cosχ− cosµ sinχ sinµ sin γ sinχ+ cosµ cosχ sinµ cos γ
cosµ sin γ cosχ+ sinµ sinχ cosµ sin γ sinχ− sinµ cosχ cosµ cos γ

(45)
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Apèndix B: Càlcul de magnituds cinemàtiques
Hi ha certes magnituds cinemàtiques en el desenvolupament del problema de la
obtenció del combustible consumit en un tram que poden ser trobades amb una sèrie
de transformacions matemàtiques. És a dir, que són conegudes però requereixen
d’una sèrie de procediments matemàtics per obtenir el valor en els eixos utilitzats
en el problema. En aquest apèndix s’explicaran aquests procediments en detall.
Les magnituds que es requereixen són la velocitat aerodinàmica V , la derivada
temporal d’aquesta V˙ i l’angle de seient de la velocitat γ. La velocitat aerodinàmica
es defineix, en eixos vent, com:
VW = VE +WE (46)
En aquest estudi la velocitat del vent s’ha considerat nul•la, per tant, WE = 0.
En quant a la velocitat respecte al terra, és coneguda en eixos terra. Per tant,
per expressar-la en eixos vent, s’ha de transformar amb la matriu de rotació Lwh.
D’aquesta manera, l’equació anterior quedarà així:
V
0
0
 = Lwh

x˙
y˙
z˙

h
(47)
Tenint en compte la consideració presa per aquest estudi de vol rectilini en pla
vertical, es té que y˙ = 0 i que µ = 0. Les altres dues components de la velocitat
respecte al terra es dedueixen de la següent Figura 31.
Figura 31: Esquema de vol rectilini en una etapa, indicant un tram d’aquesta.
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La distribució de velocitats es considera lineal. Per tant, el mòdul de la velocitat
V (x) en el punt central del tram x = xt serà:
V (xt) =
V2 − V1
x2 − x1 (xt − x1) + V1 (48)
Es defineix l’angle φ com:
ϕ = arctan h2 − h1
x2 − x1 (49)
La component horitzontal de la velocitat respecte al terra està relacionada amb
la vertical com segueix:
x˙ tanϕ = z˙ (50)
Tenint en compte totes aquestes consideracions, el sistema definit a l’equació (47)
quedarà de la següent forma:
V
0
0
 =
cos γ cosχ cos γ sinχ − sin γ− sinχ cosχ 0
sin γ cosχ sin γ sinχ cos γ


x˙
0
z˙

h
(51)
Del sistema anterior es dedueix que:
sinχ = 0⇒ χ = 0 (52)
I en resulta el següent sistema:{
V
0
}
=
[
cos γ cosχ − sin γ
sin γ cosχ − cos γ
]{
x˙
z˙
}
h
(53)
De la resolució del sistema, s’obté que:
γ = arctan
(
− z˙
x˙
)
(54)
V = x˙ cos γ − z˙ sin γ (55)
Derivant l’expressió de la velocitat respecte del temps:
V˙ = x¨ cos γ − z¨ sin γ (56)
Aquests són els valors necessaris per a la resolució del problema del combustible
de vol.
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Apèndix C: Model de l’aeronau
L’aeronau escollida per dur a terme l’anàlisi de resultats ha sigut un Airbus A320-
232. Els motius pels que s’ha escollit aquesta aeronau són dos: per una banda, és
una aeronau molt típica en les rutes internes europees, i per altre banda per la
disposició de les dades necessàries. Els motors amb els que està equipat el A320-232
són els IAE V2527-A5, del fabricant International Aero Engines.
Els models utilitzats, si bé no són prou precisos per poder representar de for-
ma fiable el resultat final, sí que poden servir per obtenir resultats suficients per
demostrar la validesa del mètode d’optimització.
Primer de tot s’enumeraran les característiques generals de l’aeronau. A conti-
nuació, s’explicarà com s’ha estimat el model aerodinàmic i el model de la planta
propulsora. Finalment, es tractarà l’envoltant de vol .
Característiques generals
L’Airbus A320 és un avió comercial a reacció, de fuselatge estret i de curt a mitjà
abast. Les seves característiques principals es mostren a la Taula 6.
Taula 6: Principals característiques del A320-232. [26]
A320-232
Longitud 37,57 m
Envergadura 34,10 m
Altura 11,76 m
MTOW 78.000 kg
MZFW 62.500 kg
OEW 42.600 kg
Mach de creuer 0,78
Mach màxim 0,82
Capacitat de combustible 24.210 L
Sostre de servei 12.000 m
Model aerodinàmic
El model aerodinàmic s’ha elaborat a través d’estimacions i extrapolacions a par-
tir de les característiques aerodinàmiques del creuer. Això s’ha efectuat d’aquesta
manera per la impossibilitat de trobar dades més acurades.
Les condicions de creuer s’han extret de [27], i les extrapolacions s’han realitzat
dintre d’uns rangs raonables de l’angle d’atac, entre −0, 10 i 0, 18 radiants. En quant
a la dependència del Mach, s’ha considerat els coeficients independents fins a Mach
0, 7, i a partir d’aquest valor una dependència lineal.
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Model de la planta propulsora
Les característiques principals del motor IAE V2527-A5 es mostren a la Taula 7:
Taula 7: Principals característiques del motor IAE V2527-A5.
IAEV2527-A5
Empenta nominal 120 kN
Relació de derivació 4.8
Relació de compressió 32.8
Diàmetre del fan 1.613 m
Pes en sec 2.359
El model de la planta propulsora s’ha obtingut a partir de diverses estimacions,
que permet obtenir de manera aproximada a través de tabulacions el model de planta
propulsora. S’han obtingut per un cert rang de números de Mach i altituds els valors
amb aquestes estimacions, i per la resta de valors s’ha realitzat una extrapolació de
resultats. Els mètodes seguits per l’extrapolació també estan descrits a [23] i [28].
Envoltant de vol
Degut a la falta de dades respecte a l’envoltant de vol, el que s’ha fet ha sigut
establir-ne una amb valors més o menys raonables perquè a l’hora de realitzar la
optimització el programa no acceptés solucions que podrien estar fora de l’envoltant.
D’aquesta manera, s’eviten resultats sense sentit. La Figura 32 mostra un exemple
d’envoltant de vol.
Figura 32: Exemple d’envoltant de vol. [28]
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